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LIMA - PERÚ 



%\ aprendizaje ha sido desde los albores de la humanidad la 
actividad humana más enriquecedora que ha permitido y 
garantizado el desarrollo social. 

En su afán de comprender y dar solución a los problemas 
prácticos, el hombre creó un lenguaje artificial como el de las 
matemáticas que le permitió esclarecer la incognoscible realidad. 

Escribir un libro es una labor ardua pero que se reconforta 
no por los réditos económicos sino por el aporte a la cadena 
ascendente del conocimiento. Éste no es un texto repetidor de ideas, 
del cual esta plagado el mercado, sino innovador, verdadero aporte a 
las ciencias. 

He divido este libro de triángulos en dos partes: teoría y 
problemas. La primera es un enfoque sobre definiciones, 
clasificación y teoremas sobre el triángulo, completando en la parte 
final un articulo breve sobre dobleces; y la parte práctica contiene 
600 problemas, divididos en resueltos y propuestos, además se 
subdividen en problemas tipo anual; que son dirigidos a un ciclo 
básico estudiantes en proceso de formación; problemas del CEPRE- 
UNI; que son problemas extraídos de sus distintos ciclos, problemas 
tipo semestral; que van dirigidos a un publico con cierta experiencia; 
semestral intensivo; que van orientados a afianzar los 
conocimientos, son problemas de un nivel por encima del examen de 
admisión; y problemas de repaso, se trata de problemas tipo examen 
de admisión. Todo ello con el fin de ubicar al estudiante dependiendo 
del ciclo en el que se encuentra y contribuir de alguna manera a la 
formación científica del estudiante. 

La sugerencia para el lector es intentar previamente los 
problemas, persistir y ser perseverante. Las soluciones y 
demostraciones aquí presentadas no son las únicas ni las mejores, 
solo son sugerencias, como guías para el lector, del cual espero sus 
observaciones y criticas, las cuales serán bien recibidas. 


Julio Orihuela Bastidas 
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La geometría es hermosa y algunos de sus teoremas son tan 
sorprendentes que casi parecen milagrosas. De hecho, el mismo 
comentario podría hacerse con respecto a toda el área de las 
Matemáticas, pero la Geometría es única, en el sentido que sus 
“milagros” son visuales. 

J. ftlaHin haaes 

Geometría Universitaria 


DEFINICIÓN 1 


Dados tres puntos no colineales, se define el triángulo como la unión de los segmentos 
de recta cuyos extremos son dichos puntos. A los puntos no colineales se les denominará 
vértices y a los segmentos, lados del triángulo. 


Q 



En el gráfico: 

R Q, R: Puntos no colineales 
Elementos: 

Vértices: P, Q y R 
Lados: PQ, QR y RP 

Notación : 

z^PQR : Se lee triángulo de vértices P, Q y 
R o simplemente triángulo PQR. 

Así tenemos: 
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Ofo&uwti* 



En el gráfico, se tiene el triángulo 
ABC, podemos afirmar: 


• R S, T y E como no están en los 
lados, entonces no están en el 
AABC . 


. J y M están en los lados AB y AC, 
entonces, J y M si están en el 
AABC. 


(1) ver anexos otros tipos «le triángulos. 
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LEGIONES ASOCIADAS AL TRIÁNGULO 


Al ubl f car un ^'ángulo en el plano, se distinguirán tres conjuntos de puntos- puntos de la 
región interior, que está conformada por los puntos limitados por el triángulo puntos dll 
riangulo, y los puntos de la región exterior, que está conformada por los puntcJdel pleno 
que no están en el triángulo ni en la región interior. P 


Puntos de la región 
interior del \ABC 


REGIÓN EXTERIOR RELATIVA A UN LADO 



I-n el gráfico, tenemos el triángulo ABC 
ubicado en el plano R Están representa¬ 
das los conjuntos de puntos. 



Si ubicamos un punto en el pla¬ 
no P, este punto se ubicará en la re¬ 
pión interior, en el triángulo o en la 
región exterior. 



Se llama región triangular a la unión de 
un tiiángulo con su región interior. 

B 


* Se denominará así a la diferencia de con- 

* J unt °s de la región interior del ángulo de- 
v tei minado por dos lados y la región trian- 

* guiar. 



* 9 r áfico a la región interior del 

* <PAQ , (que es el determinado por los 

* l a d° s AB y AC), se le ha quitado la re- 

* triangular ABC,con lo cual tendré¬ 
is mos la región exterior relativa a 3C , 
Á 9 ue sstá representado por la región 

* sombreada. 

* Así tenemos: 



AABC: región triangular ABC. 
n el gráfico: 


AABC = {aABC o {reg. ínt erior}} 



IIIIIDRIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


INTERIOR Y EXTERIOR EN EL TRIÁNGULO 


llama ángulo interior al ángulo determinado por dos lados del triángulo. 

I I .mgulo exterior es el ángulo suplementario y adyacente del ángulo interior. 


B 



I n el gráfico: j 

< ABC , <BAC y < ACB 
Son los ángulos interiores cuyas'medidas j 
• >n ()), a y y respectivamente. 



En el gráfico: 

< GAB , <EAC, < ACI, 
<FCB , <CBD y < ABJ 
son los ángulo exteriores. 


e puede observar que en cada vértice se determinan dos ángulos exteriores, los cua- 
!«•'. son opuestos por el vértice y por teorema son de igual medida. 


A i tenemos que las medidas de los ángulos exteriores en el gráfico son x, z y w. 


PERIMETRO DE LA BEGIÓM TRIANGULAR 


i .i perímetro' 2 'de una región triangular es la longitud de su contorno, es decir la suma de 
l.r, longitudes de sus lados. 



En el gráfico: 

Eos lados del triángulo miden a, b y c 
entonces el perímetro de la región trian¬ 
gular será: a + b -i- c . 

i:U ver anexos, so defino perímetro do cualquier región 

plana. 


Se representa el perímetro con: 2p, 
^Paabc ° con una l e * ra minúscula ( f por 
ejemplo) 

Así tenemos: 

2 P aabc = 2p=( = a + b + c 

De las dos primeras notaciones, tenemos: 

_ _ a + b -i- c 

Paabc - P -- - -. 

j el cual representará el semiperímetro de 
| la región triangular ABC. 


9 
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nORHWAS FUNPAMIHTAIES EMIITOIÁHGULO 


íTflilWl 11 

La suma de medidas de los ángulos inte¬ 
riores de un triángulo es 180°. 



a + p-r<j) = 180° 


DemMhach# 

• Usaremos un equivalente al quinto pos¬ 
tulado de Euclides í3) , el cual nos garanti¬ 
za que por un punto exterior a una recta 
se puede trazar una recta paralela y solo 
una a dicha recta. 



• Por C trazamos Y//AB , ello esta ga¬ 
rantizado por el postulado V, de 
Euclides (3) . 

• Por ángulos alternos internos: 

m<ACQ = a y mcBCP = p 

• En C, tenemos: 


Corolario : 

La suma de medidas de dos ángulos inte¬ 
riores en el triángulo, es menor que 180°. 



En el gráfico, se cumple: 



BU 

La medida de un ángulo exterior en un vér¬ 
tice es igual a la suma de medidas de los 

ángulos interiores en los otros vértices 

B 



z = a-f d 

VmMbuuÚM: 



a + q + p = l 80 c 

Ln Km la Kcrnón <!«• ¡.nexos st* da los postulados ilv Kuclides, así romo «tras posibilidades de la demostración. 
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TRIÁNGULOS 


• P<>r C, se traza la recta ^ . paralela a 
AB . 

• 1’ot ángulos alternos internos: 

m<PCA = a 

• Por ángulos correspondientes: 

m<FCP = 0 

• Por ángulos opuestos por el vértice: 

z = a + <|) 


| Mét odo] 111 

B 



• Por teorema 1: 

a + 5 + <)> = 180° ...(I) 

. Pero: z + 8 = 180° ... (U) 

• De (I) y (II): z + \ = a + \ + § 

z = a + <|> 

C orolario : 

La medida del ángulo exterior en un vér¬ 
tice es mayor que la medida de cualquie¬ 
ra de los ángulos interiores en los otros 
vértices. 

B 


En el gráfico, se cumple: 

z > a 

z > p 



U 3 i 

La suma de las medidas de los ángulos 
exteriores, considerando uno por cada vér¬ 
tice, es 360°. 



En el gráfico, se cumple: 

x + y + z = 360° 

UeMMhoaóK: 

[Método] 1 | 



• Por el vértice L, trazamos la recta ^ 
paralela a MN . 

* • Por ángulos correspondientes: 
l m<SLH = x 

m<HLN = y 

> • En L, se puede afirmar: 

;* x + y + z = 360° 
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[Métodofn] 



Como: 


Corolario: 


a - [3 -f p = 180° 
xry + z = 360° 


La suma de medidas de dos ángulos exte- 
riore S (en diferentes vértices) es menor e 

jDU . 


• Por el teorema 2, del cálculo del ángulo * 

exterior: * 

x = P + d ...(a) * 

V = a + <j> ... (b) 

z = a + p ... ( c ) 

• Sumando (a), (b) y (c): 

x + y + z = 2(a + p + (j>) 



•' En el gráfico, se cumple: 


x + y < 360 c 


y + z < 360 c 


z + x < 360° 


TEOREMAS ADICIONALES 


ÍU 1 algunos casos se generaliza. 

VeHW tUlCÍÓH: 


EMU 3 



l n el gráfico, se cumple: 


x = g-i- p +e 


[Método) I 
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• prolonga DC hasta que corte a AB 

ni M 

• l ni teorema (medida del < exterior) 

AAMD : m<BMC = a + 0 
AC 'MB :x = ar0i[i 



• Por teorema 1: 

ABCD : x + <*> + Y - 180° ... (I) 

AABD :ix + P + <|) + y + 0 = 180° ... (II) 

• De (I) y (II): 

x + d + y^a + p+ p + y-i-G 
x = a + p + 0 

[ Método 1III1 



AD. 


• Por < s alternos internos: m<LBA = a 


TRIÁNGULOS 

• Por teorema sobre paralelas: 

x = a + P + 0 



En el gráfico, se cumple: 

x>a;x>P;x>0 

También: 

| x>8 + p;x>P + g;x>8-KX 


lij»l;la!M 5 I - 




• Por teorema del cálculo del < exterior: 

AMNL : m<NLT = g + p 
ALTS : m<MLS = 0 + y 

• Por < opuestos por el vértice: 

g + p = 0 + y 
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geometría 


teorema 



* Corolario 1 ; 

* Del gráfico anterior, si 0 = p - 90 = 

* va figura quedará así: 


£n el gráfico, se cumple: 

ÜmmUuiwh 


x + y = 0 + {3 



Se cumple: 

Corolario 2: 




AACD : m + n = (3 jjj * 

AABC: x-m + y-n = 0 9 r áfico, se cumple: 

* Amando (I) y (U) : x+y=0+p 

ÍMétodol H I 




Por < s alternos internos: m<AMS = x 
Por teorema de ángulos 
x + y = 0 + p 



la nue- 


.uüluáí'JQ 


TRIÁNGULOS 


• * ■ 'i teorema del cálculo del < exterior: 

y = 0 -f 180° - x 

x 4 - y = 180° -f 0 

mohíno: 

'• I- -interior se deduce que la suma de 
•" «litIns de dos ángulos exteriores (uno 
tice) es mayor a 180°, y conside- 

• el corolario del teorema 3. 


AABC: y = n - m ... (I) 

AACD : x-rn = a-y ... (II) 
• Sumando (I) y (II): 

x + / + y = / 4 - ex - (m - y) 

/. x-^y = a-t-P 


Corolario: 



I 11 el gráfico, se cumple: 

l80°<x + y <360° 

bh mu 



I n el gráfico, se cumple: 

x-f y = g + p 


* Del gráfico anterior, si a = y 



TEOREMA 



* En el gráfico, se cumple: 

* D mMUuLcti* 


x + y = 2 +w 





• Se traza AC , luego se tiene: p = m + y 

• l*or cálculo del ángulo exterior en: 



AABC: x 4 -y = 180° 4-0 
ADCE: z 4 - w = 180° 4 - 0 


x 4- y = z 4- w 
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GEOMETRÍA 


GENERALIZACIÓN DE ALGUNOS TEOREMAS 


Los siguientes teoremas que se indicarán, se desprenden de los teoremas 4, 5 


y 6. 


Épj];iL'MlO| 



En el gráfico, se cumple: 

x + y + z = g + p + e + (|).fr8 

VcHiMOuidm 

Para realizar esta demostración se podría 
pensar en buscar las figuras indicadas en 
los teoremas 4 ó 6. Pero optaremos por 
la siguiente. 



• Se traza por A, la recta paralela a BC . 
Por ángulos alternos internos: 

m<BAD = a 

• Por teorema de ángulos entre paralelas: 

:x + y + z = ot + P + e + $ + 5 



x + y-fw=g>fp 4-9 

l VvMttUULCittil 



• Por J, se traza Y //PQ . 

• Por ángulos alternos internos, se cumple: 


mcDJP = x 
• Por teorema de ángulos entre parale¬ 
las: 


21 - x + y-f-w = a-fp + 0 



En el grá fico, se cump le: 

x + y + z = g»f p + 9 
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I n < ada una de las regiones sombreadas 
|m.i teorema 6. 


-----TRIÁNGULOS 

• y - z - o - 180" - x 

=* yrZrX=Or 180 ü ... (I) 

• a + 0 = ó + 180° - p 

=> a-r0-P-0-180° ... (II) 

De (I) y (II): x + y + z = a -f 0 + p 


nOREMA DE IA CORRESPONDENCIA Y EXISTENCIA 



I n esta publicación usaremos el si¬ 
guiente teorema (sin demostración) 


TEOREMA E 


* DeMMkuuwut: 

* Debido al carácter recíproco la demostra- 

* ción constará de dos partes: 

* 1 Parte | I~| 


' >i un triángulo tiene dos lados de igual 
longitud, entonces los ángulos opues¬ 
to, a dichos lados tienen igual medida 
y lecíprocamente”. 


B 



I a demostración se realizará la publica- 
<ion de congruencia de triángulos. 


TEOREMA 




(teorema de la correspondencia) 


I n todo triángulo al lado de mayor longi¬ 
tud se opone el ángulo de mayor medida 
y recíprocamente. 


B 



I n el gráfico: 


Si BC > AB o g >0 


• Si BC > AB ==> a > 0 



• Como por condición BC > AB , es decir 
a > í , se prolonga BA hasta F¡ tal que 
PB = a • 

• En APBC , como PB = BC , por teore¬ 
ma 13: 


m<BPC = m<BCP = ó 

• Con lo cual tendremos: 

Ó > 0 ... (I) 

• En AAPC por corolario del teorema del 
< exterior: 

a > d ...(II) 
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• De (II). y (I): 

a><> y o > 0 =» a > 0 

i Parte [ II [ (<=) 

• Si oc > 0 BC > AB 


B 



• Como a > 0 => a = 0 + 25 

(Se ha considerado convenientemente 
25) 

• Se prolonga BÁ hasta Q, tai que 
m<ACQ = 5 

• En AAQC , por ángulo exterior: 

a = 5 + m<AQC 
0 + 25 = 5 + m<AQC 
=> m<AQC = 0 + 6 

• Como: 

m<BQC = m<ACB = 0 + 5 

• Por teorema 13: 

QB = BC 

• Pero: 

QB = QA + AB 

=> BC = QA + AB ] 

BC > AB 


.. .. ObA&UiütiÁK V . . 

Con lo anterior queda probado que 
a mayor “lado", se opone mayor “dn- 
gu/o , para los tres lados y ángulos 
quedará asi: 



Si a>m>É<=>oc>p>0 


TEOREMA 


En todo triángulo la longitud de cualquier 
lado es menor que la suma de longitudes 
de los otros dos lados. 



En el gráfico, se cumple: 


a<b + c 


b < a + c 
c < a + b 


Vmjttbuiúw 

• Será suficiente demostrar para uno de 
los lados, ya que en forma análoga se 
demostrará para los otros dos. 
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b+c 


• .»• prolonga CA hasta L, tal que AL = c 
entonces LC = b + c 

• ( Orno: 

AL AB => m<ALB = m<ABL = a 

• I n ALBC , se tiene: 

<¡> > a 

• Por teorema de la correspondencia: 

b + c > a 
=> a < b + c 

• Con el mismo criterio se prueba: 

b<a+c y 

c < a + b 



i : • En la resolución de ejercicios se suele 
| plantear para uno de los lados por ejem¬ 
plo, el lado que mide a: 


|b-c|<a<b + c 

Cuando se conozca la relación de or¬ 
den entre b y c se puede obviar el va¬ 
lor absoluto, planteando la diferencia 
del mayor con el menor. 

• Dados tres segmentos de longitudes m, 
n y f, para que se pueda formar con 
ellos en triángulo, deben cumplir: 


m < n + ¿ » n<m + í y f<m + n 



Corolario 

Del teorema de existencia se deduce: 


• I >e donde se tiene: 

b-c<a y 
c-b<a 


• Es decir: 

| b — c |< a 



❖ Prueba: a<b + c=>2a< a + b + c 

: 2 P 


a < P 
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GEOMETRÍA 


¿USIFICACIÓNDELOSTRI/ 

1 1 ^^pÉnESCSUDOnBMI 


TRIÁNGULO ESCALENO 

I-.s aquel triángulo que tiene todos sus lados de diferente longitud. 


B 



TEOREMA IB 


Las medidas de los ángulos interiores en 
un triángulo escaleno son todas diferen¬ 
tes. 

VcmmOuicím 

B 



• Como el AABC es escaleno, sus lados 
son todos diferentes, supongamos que es¬ 
tén ordenados así: 

a > b > c 

• Por teorema de la correspondencia: 

a > p > 0 

• Es decir: 

-a*P, |3*e y a _¿ 0 


En el gráfico, si el AABC es escaleno se 
cumple: 

a * b 

b # c 


c 


TRIÁNGULO ISÓSCELES 

Es aquel triángulo que tiene dos lados de 
igual longitud, al tercer lado se le deno¬ 
mina base. 



• En el gráfico, el AABC es isósceles de 
base AC, se cumple: 

| AB = ESC 

Los ángulos determinados por la base con 
cada uno de los otros lados son agudos. 


B 
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TRIÁNGULOS 


■ I ii nrniii 13 

I i . , . AB BC => m<BAC = m<BCA •: 
I C.n>l.trio del teorema 1: 

</. - a < 180° 

4~<^j 

, | ,li i n : BAC y <BCA son agudos * 

i (\ < I. ■ 11 m s, por teorema de existencia 

a < 2 £ 


im.\n(;UL0 EQUILÁTERO 

I \(|iirl triángulo que tiene todos sus la- 
,l.. ilr igual longitud. También se le lla¬ 
mo tuangulo regular. 

B 



• 1 .n el gráfico, si el triángulo es equilátero 
\e cumple: 

AB = BC = AC 



1 os ángulos interiores de un triángulo 
equilátero miden 60°. 

I <i demostración es aplicación directa del 
teorema 13 y 1. 


Oüab mrnm 

• Si se conoce la medida de uno de los 
ángulos en un triángulo isósceles se pue¬ 
den calcular los otros dos. 

Si AB = BC y m<BAC = a 
Se cumple: m<ACB = a 

m<ABC = 180° - 2a 


B 



Si PQ = QR y m<PQR = 2ó 
Se cumple: m<QPR=m<QRP=90°-ó 



• Si en un triángulo tiene dos lados de 
igual longitud y un ángulo interior mide 
60°, entonces el triángulo es equilátero. 
Se presentan dos casos: 

| Caso J P ¡ 

B 

C 

Si AB = BC y m<ABC = 60 c 
=> AABC es equilátero 
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Si PQ = QS y m<QPS = 60° 

| ^ APQS es equilátero 

• Esta ultima observación lo encontrare¬ 
mos en muchos ejercicios, en el capítulo 
de puntos notables se estudia con más 
detalle, aquí lo analizaremos desde el tema 
de triángulos. 


B 



Si PA = PB = PC 



Si: PB =PC y 

m<BPC = 2(m<BAC) 
Se cumple: ' 


PA = PB 


Piuteha: 

• Para prueba usaremos el método del ab 
surdo. Desde P se traza PQ tal que 
PQ = PB, donde QeAB para Q hay 
dos posibilidades 

Q = A o Q * A 
Si Q A , se tiene: 


Se cumple: 

x = 2y 

Piucba: 



APAC y APAB: isósceles en la región 
sombreada, 
x + P = p + 2y 



Por lo anterior: m<CQA = a 

Se tiene: m<CQA = m«CAB , lo cual es 
absurdo. 

Otra posibilidad es que Q esté entre A 
y B, lo cual en forma análoga de dedu¬ 
ce que es absurdo. 

Entonces la única posibilidad es: 


x = 2y 


Q = A 
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TRIÁNGULOS 



WANUIUO RECTÁNGULO 

II « i". I hiangulo en el que un ángulo 
mide 90°. 


C 



9 I n el gráfico: 

m<ABC = 90° 

l Minutes el triángulo ABC es un trián- 
• |ul«» irdángulo. 

1 oírlos: AB y BC 

I hpotcnusa: AC 



Un segundo y último teorema 
que utilizaremos sin demostración 
(ella se realizará en el tema de re¬ 
laciones métricas) es el siguiente. 


tldiD.'H 19] (Teorema de Pitágoras) 


C 



En el gráfico, se cumple: 

a 2 + m 2 = e 2 


TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 



Es aquel triángulo en el que ningún án¬ 
gulo interior mide 90°. Debido a está ca¬ 
racterística, pueden ser: 

a. TRIÁNGULO ACUTÁNOULO 

Es aquel triángulo en el que las medidas 
de sus ángulos interiores son menores a 
90°. 

B 



• Si AABC es acutángulo, se cumple: 
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CUZCANO 


GEOMETRÍA 


b. triángulo obtusángulo 

Es aquel triángulo en el que uno de sus 
ángulos interiores mide más de 90°. 

B 

• En el gráfico, si el AABC es obtusángulo 
(obtuso en A), se cumple: 

[ (j> > 90° | 



En el gráfico si: <t> > 90° 


=> y+5<90° 

=> y < 90° y 5 < 90° 


Por teorema de la correspondencia: 

a > m 



b 


- n gráfico, se cumple: 



' VmMViaci&H 



> • Se traza PTlPS tal que PT = a y 

> como P < 90°, PQ estará en la partí 
:• interna del <TFS • 

> • APTQ : isósceles 

! => m<QTP = m<TPQ ... (j) 

• * É^TPS: ¿ 2 =a 2 + b 2 (T. pitágoras) 

• ATQS : se tendrá: a > m<TQP 

m<PTQ > 0 

• Por (I), se tendrá a>0 

• Por teorema de la correspondencia 

Como: oc > 0 => (' > c 

=> ( 2 >c 2 

• Pero en IkTPS: C 2 = a 2 + b 2 



TRIÁNGULOS 


HiinniAi Cll/CANO 


I l\ ni *p.« f i< i> se cumple: 

| • «;» 90° => c 2 > a 2 + b 2 



n. 


* VmtebiacitH 

* • Para realizar la demostración de estas 

* dos teoremas, usaremos el método de re- 

* ducción al absurdo. Sólo demostraremos 

* el primer teorema, el segundo es análo- 

* go. 

* • Supongamos que no se cumple 0 < 90° 

* con lo cual tendremos: 

* 0 = 90 o - ó 0 > 90° 

* • Si 0 = 90° => por teorema 19 

* a 2 + b 2 = c 2 , contradice la condición. 


• . haza BD_L.bC tal que BD = a 

• “im »;> 90° , BD cortará a ÁC . 

• ('unió BD = BA => AABD es 

• m<BAD = m<ADB 


Si 0>9O°=> por teorema 21 

c 2 > a 2 + b 2 , también contradice la con¬ 
dición. 

Se concluye que 0 < 90° 
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GEOMETRÍA 


¿¡¡KASNOWBLKASOOADtóAlTRIÁMGUIO 


ron ¿srr ° re T> S - (en f ' SUnOS CaSOS ray ° s) que se rela cionan con los lados o 
c on los ángulos en el triangulo. Las más comunes son: 


lU'iim 

Ls un segmento de recta que tiene como 
extremos: un vértice del triángulo y el otro 
es un punto de la recta que contiene al 
lado opuesto. 

• En el gráfico, para AABC 
BQ : ceviana interior 

B 



• En el gráfico, para el AABC : 
BR: ceviana exterior 


• En el gráfico: 

BM es una mediana, en este gráfico es 
la mediana relativa a BC . 


t *V 4> \i 




r A- 


¡ti 


En todo triángulo se pueden tra¬ 
zar tres medianas , una relativa a cada 
lado. 




Es aquel segmento de recta, cuyos extre 
mos son un vértice del triángulo y el otro 
está en la recta que contiene al lado 
opuesto, tal que dicho segmento es per 
pendicular al lado. 

Se presentan los siguientes casos: 


B 



Es aquel segmento cuyos extremos son un 
vértice del triángulo y el otro es el punto 
medio del lado opuesto. 


B 




* • Si p<90° y cj) < 90° 

* • En el AABC : 
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tffllifllAI CU/CANO 


TRIÁNGULOS 


BISECTRIZ 


1 !'.»•.» » I APQR 

H Altura relativa a QR 


* BISECTRIZ INTERIOR 

* Es aquella ceviana interior que biseca al 

* ángulo interior. 



. I\im el Í^MNL 

NS : altura relativa a ML 
MN : altura relativa a NL 
I N : altura relativa a MN 




I n un triángulo rectángulo al trazar 
li i altura relativa a la base, se ten¬ 
dían tres triángulos rectángulos con 
les mismas medidas angulares. 



Se cumple: 

m<HBC = m<BAC = 0 
m<HBA = m<BCA = a 


En el gráfico para el AABC como: 
mcABF = m<FBC 

> BF : bisectriz interior relativa a AC . 


TEOREMA 



En el gráfico, se cumple: 


AB> AD 


BC >CD 


••• ‘Denuui'utcióN. 
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CUZCAN& 


OEOMETMI 


• En ABDC: 0 > a 

• Por teorema de la correspondencia en 

AADB: como 0>a=j c >m 

• En forma análoga: p > « => a > n 

BISECTRIZ EXTERIOR 

Es aquella ceviana exterior que biseca al 
ángulo exterior. 



En el gráfico m<CBR = m<RBQ 

BR es bisectriz exterior relativa a AC 




Si dos lados son de diferente longitud la 
bisectriz exterior relativa al tercer lado se 
ubicara en la región exterior relativa al me¬ 
nor de dichos lados y recíprocamente. 

DuMGAtftacÚW 

La demostración consta de dos partes, 
debido al carácter recíproco. 

[Parte | I | 



• En el gráfico AB > BC , vamos a probar 
que la prolongación de BG corta a la 

prolongación de AC . Para ello será sufi¬ 
ciente probar: 0 > y. 


• Por < exterior: 2y=oc + 0 ( |, 

• Como AB > BC => 0 > o 

=f0 + 0>a + 0 ...(Id 

• De (I) y (II): 20 > 2y => 0 > y 

• Como 0 > a , las prolongaciones de H< i 
y AC se cortan. 



[Parte [ II | 



• En el gráfico, vamos a demostré 


AB > BC 



En AABF: 

m<FBT > a 


Es decir: 

Y> a 

... (1) 

En ACBF: 

0 > m<CBF 


Es decir: 

0 > y 

••• (H) 

De (II) y (I); 

0 > y> a 



=> 0>a 

• En AABC por teorema de la correspon¬ 
dencia. 

Como: 0 > a => AB > BC 


lini>«l»l CU/CANO 


TRIÁNGULOS 


Olnewacit* i.. 

f tu , ' mamullo tiene dos lados de igual 



fi AH BC => m<BAC = m<ACB 
ni /mi-i ai el ángulo exterior notamos 
gn, III //AC. 

I •> « .le caso diremos que el rayo BF 

• t hl ntriz del ángulo PBC. • 

• I m un triángulo escaleno observare¬ 
is, . , I,r. tres bisectrices exteriores. 


I a el gráfico, sea el AABC escaleno. 
M 



IVJ ,CF y AH son bisectrices exterio- 
ies para el AABC . 

A. í es bisectriz del ángulo DAC. 
CE es bisectriz del ángulo ACN. 

BC es bisectriz del ángulo ABH. 


MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO 


* La mediatriz de un segmento, es la recta 

* perpendicular en su punto medio. 

* Si consideramos un triángulo, la media- 

* triz de un lado es la recta copla-nar al 

* triángulo y perpendicular en su punto 

* medio. 

* • Consideremos el segmento (gráfico espa- 

* cial). 



* son mediatrices de AB . 

* • Si consideramos el plano que determina 

* el triángulo ABC. 



5± AC 


=> % es mediatriz de AC . 


29 
































CÜZCAMQ 


GEOMMMA 



En el gráfico, se cumple: 




J¿- 90* + i 
2 



• En AABC: 


* En el gráfico, se cumple: 

£ !x = 90*-~ 

* L 2 

Dmuifiacúm. 



t * En ABFC: x + 0 + p = 180° (|) 

• En ¿Ci, por teorema 6: 


x + a + p = 180 ° ... (¡) 

En AABCP: 

x = a + p + y (lí) 

Sumando las ecuaciones (I) y (H) ; 

2X- Í (^p' = 180 + y 

2x = 180° + y 

x = 90° + — 

2 

Además: 

I cqmo x > 90° => AAPC es obtu-| 

I sángulo. 


X + G)= 0 + (3 (II 

Sumando (I) y (H) : 

2x + Qsrf + co = ¡so 0 + 

=> 2x + co=180° 


x = 90° - — 

2 

Además: 


Del último resultado: 

x <90° 

Como 20 < 180° => 0 

A 

CO 

O 

o 

2P < 180° =s p < 90 3 


Se puede asegurar: 


ABFC: acutángulo 
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||t , i íimIico, se cumple : 

_ V 





i En el gráfico, se cumple: 




v 



• Además: 


Como 25 < 180° => 5 < 90° 


m<ACL + 8 = 180° 
=> m<ACL > 90° 
Afirmamos entonces: 
AALC : obtusángulo 


* En^X-V x + <*) = z + P ...(II) 

* • Sumando (1) y (II): 

* 2x + - y + z + 

* 2x = y + z 

* _ y + z 
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HM¡U,T13q| 



« 9 r áfico, se cumple: 


'OmMUceim 


x = 


0-2 



X = 


co + v 


2x -f 2 = co 

.-.X = “Z£ 
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b-a 

m-n 

•> 

x = —----- 

x —- 


2 

2 

❖ 



VmMlxaüm 





2x + cisrf + n = m + * a + ^ + x +180° - b = 180° - x + ^4 

2x + n = m * => a + x-b = -x 


X = 


m - n 
2 


=> 2x = b — a 


x = 


b-a 

T” 
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CEOMHRll 


TEOREMA EH 


B 



En el gráfico, AM y BM son bisectrices * 

de los ángulos BAC y HBC respectiva- * 
mente. * 

Se cumple: * 

x = 90° l 

Vem&biacm,: t 




El siguiente teorema es una generalizaiiófj 
del anterior. 

B 



En el gráfico AP y BP son bisectrices <1., 
os ángulos BAC y HBC respectivanu-,,. 
te. 

Se cumplen: 




• p or la observación en el se tiene 

mcBAC = m<HBC = 2a 



‘DmMUuuMK: 



t => x = 90°-r(p-§) ... (I) 

t En XAHB y BHC: 
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x + / = 90°-i 
x = 90° 


0 + 20 = 90° 
a + 28 = 90 c 


... (ID 

... (III) 


IftilimiM CUZCANO. 


.TRIANGULOS 


I'. III) v (III): 

ó - 20 = a -r 28 


TEOREMA ES 



^ »RIMA ES 


* VmMt'iaáút 




I *i • I (tráfico, BP es bisectriz interior, se 
i muple: 


Prmnat'UitÚMl 


x - y = ot - 0 


Por < exterior 
En AQBC: x = 18O°-£ + 0 
En AQBA : y + 8 = a 


.. (I) 
...(II) 



• Por < exterior: 

I .n AABP : x = a + y 

I .n APBC : y = 0 + y 

• Restando (I) y (II): 

x - y = (a + y) - (0 + y) 
x - y = a - 0 


Restando (I) y (II): 

x - (y + 8) = 180° - 8 + 0 - a 
x - y - / = 180° - / - (0 - a) 
x - y = 180° - (0 - a) 


TEOREMA 


■ (O 
(II) 
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E n elj^áfico para e j MBC * 

- • Altura * 11;1 a,'.f I asi 

- 0^ '■ Bisectriz :s n tírior * 
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EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


OIGUMOS CRITERIOS PARA REALIZAR TRAZOS AUXILIARES 


En la resolución de muchos ejercicios nos encontramos frente a situaciones en las que 
para su resolución no basta el uso de los teoremas mencionados. Se hace necesario algún 
trazo auxiliar (como a veces buscar algún triángulo isósceles o equilátero, trazar alguna 
bisectriz, realizar alguna prolongación, por indicar algunos casos). 

En el capítulo de congruencia de triángulo se indicarán otros criterios y teoremas para 
tal fin. A continuación se consideran algunos criterios, así como reconocer algunos triángu¬ 
los. El estudiante debe familiarizarse con ellos. 


• Si AB = BC y mcBAC = 60 c 



Se te sugiere: trazar BC , debido a que: 
m<ABC = m<ACB = 60° 

=> AABC es equilátero 

=>BC = ¿ 

B 



• En el gráfico, si m<PRQ = 2(m<QPR) 



Se te sugiere: 



Trazar QS , tal que m<PQS = p . Con ello 
se tendrá: 

APSQ y ASQR : isósceles 
=> QR = QS = PS 

Otm pMibilidai 

Q 



Trazar QT (ceuiana exterior ), tal que 
m<PTQ = p , ya que se tendrá: 

m<RQT = p 

Luego: APQT y ARQT son isósceles 
=> PQ = QT y QR = RT 
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■; i O6demo4x . 

El primer caso se está considerando 
m<PQR>p > S i no ¡ Q f uera en t on _ 
ces, se recomienda usar el segundo 
caso. 

• En el gráfico: 



Se te sugiere: 

B 



se tendrá m<CBQ = 90°-p , luego: 


AABQ y ACBQ son isósceles 
=* AB = BQ = CQ 

Olta pMitilidad 

B 



Se traza BP tal que m<APB = 90°-p con 
ello se tiene: m<ABP = 90° -p , luego: 
AABP y ACBP son isósceles 

=> AB = AP y. CB = BP 




Trazar BP tal que m<APB = 6O°-0 con 
ello se tendrá m<CBP = 60° - 0 

Tendremos entonces: 

AABP y ACBP son isósceles 
=> AB = BP = CP 
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Se puede trazar BG tal que: 

m<AGB = 60° + 20 
Con lo cual tendremos: 

m<ABG = 60° - 0 

Luego: 

ACBG y AABG: son isósceles 
=> AB = AG y CB = BG 

• En el gráfico: 



* Se te sugiere: 



* Trazar AQ tal que m<QAC = ó 

* Con ello: m<BAQ = 2(J> 

* Por < exterior: m<BQA = 2<t> 

•> 

* Se tiene entonces: 

* AAQC y AABQ son isósceles 

* => AB = BQ y AQ = QC 

Los criterios indicados no son 
únicos y también no significa que siem¬ 
pre se van a emplear, solo son suge¬ 
rencias. 

El lector en la resolución de los ejerci¬ 
cios encontrará sus propios criterios. 



♦> ♦> ♦> ♦> ♦> 
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■ GEOMETRIA 


J|2^Mft§jOBR^DESIGUALDADES EN TRIÁHCjjljK 


mpn L r ° S te ° remas ^ ue se muestran a continuación, se demuestran con los teoremas antes 
mencionados y con algunas propiedades del álgebra que se indicarán. 

En otras publicaciones se desarrollarán otras desigualdades geométricas. 



En el gráfico, se cumple: 

¡AB < BC < 2(AB) 


VcMMllUUMH 

B 



• Por T. de la correspondencia (teorema 14) 

Como: m<BAC > m<ACB 

=* m > a (I) 

• Se traza BP tal que m<BPA = a 

=> AP = AB = a 
PB = BC = m 


• De (I) y (II): 

a < m < 2a 


EOREMAfTil 


B 


C 

En el gráfico, se cumple: 

[AB < BC < 3(AB) 

VemtOuuUáit 



• En el gráfico se traza AS tal que 

m<CAS = y=} AACS y AABS son 
isósceles 

=> AB = BS = ¿ 



• En APAB , por teorema de existencia. 
m<a + a 
m <2a 


AS = SC = b 

• En el AABC por t. de la correspondencia 
como: 

Como: m<BAC>m<ACB =$a>( ... (i) 
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• En AABS por t. de existencia: 

b <(. + (. 
b<2(: 

=> ^ + b < 2¿ + £ 

Como e + b = a => a <3¿ ... (II) 

• De (I) y (II): 


• Sumando (I) y (II): 

AP + PC + r < AB + r + (m + n) 

• Como: BC = m + n 

=> AP + PC<AB + BC 


TEOREMA 


¿ <a <3 1 


TEOREMA 





I n el gráfico: 

P: punto interior de AABC se cumple: 

ÍÁP4-PC<AB + BCl 
VmMbiatu mc 



• Se prolonga a AP hasta que corte a 
BC en S. 

• Por teorema de existencia: 

En AABS : AP -t- r < AB + m ... (I) 
En APSC: PC<r + n ...(II) 


B 



❖ En el gráfico: 

❖ 

* Q es un punto en la región interior del 

* AABC y 2p = AB + BC + AC 

* Se cumple: 

* p < QA + QB + QC < 2p 

* Vm^UuLtim 



J • Tenemos 2p = a + b + c 

* • Por teorema de existencia: 

* En ABQC : a<y + z ... (I) 

* En AAQC : b<x + z ••• (II) 

V 

* En AAQB : c<x + y ...(III) 
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Sumando (1), (II) y (III); 

a 4 - b 4 - c < 2(x + y + z) 
2p < 2(x -i- y + z) 


£ Vm^lfuteU mc 


=> p<X4-y 4-2 

- (IV) t 

• Por teorema 41: 

* 

En ■ X4z<a4c 

- (V) J 

En :x4-y<a4-b 

... (VI) l 

En : y 4 - z < b 4- c 

... (VII) t * 

• 

. Sumando (V), (VI) y (VII), se tiene: * 

+ y + 2 ) < J¿( a + b + c) 

A 

=> x + y + z<a + b + c 

❖ 

• 

=> x + y + z < 2p 

. (VIII) * 

❖ 

. De (IV) y (VIII): 

• 

p<x+y+z<2p 

❖ • 



Sea: 2p = a + b-fc 

Por teorema de existencia: 

En ABRC : x < a 4- n 
En AABR : x < c 4 - m 
Sumando (I) y (II); 

2x<a + c + m + n 

Como: m + n = b=>2x<a-t-c + b 


(a) 

(I) 

(II) 


TEOREMA 



De (a): 

=> 2x < 2p 



=> x < p 

... (ni) 

En MBR: 

c < m 4-x 

... a) 

En ABRC: 

a < n4-x 

... (V) 

Sumando (I) y (V): 



En el gráfico: 

Sea p: semiperímetro de AABC 
Se cumple: 


p - AC < BR < p 


a + c<m + n + 2x 
Como m + n = b=>a-fc<b-i-2x 

=> a + c + b<2b + 2x 
2p < 2b + 2x 
=> p-b<x 

De (III) y (VI): 

p-b < x < p 


(VI) 


iniTORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


L 


im 


El último teorema nos da las con- 
’ (liciones para reconocer a una ceuiana 
interior relativa a un lado. 


L: 


TEOREMA 


[44] 



En el gráfico 

p : semiperímetro de ABC 
Se cumple: 


BQ > p -AB 


VmMÜiacióH 



Se tiene a + b + c = 2p 
Por teorema de existencia 

En ABCQ : a < y + £ 

En AABQ : b + í < c + y 

Sumando (I) y (II): 

a + b + / <2y + c + / 
=> a + b<2y-hc 
a + b + c<2y + 2c 


Como a 4- b + c = 2p 

2p<2y4-2c 

p < y 4-c 
P - c < y 


Obvwúúá* 


Si la ceuiana exterior se encuentra 
en la región exterior relativa a AB , 
se tendría: 



A b 

Se demuestra en forma análoga: 


z > p-a 


TEOREMA 


* Los siguientes teoremas se demuestran en 

* forma inmediata (por teorema 13, del 

* triángulo isósceles), son casos de la 
*i* ceviana interior a exterior. 



•• (y) t 

(a) * 


BQ : ceviana interior 
Se cumple: 


BQ < a 



Se cumple: 


SH > í 
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B 



Si AB = BC 

AR : ceviana interior se cumple: 

AR > RC 



• Como a es el mayor ángulo a > 90° 
por ser triángulo obtusángulo. 

* • P° r teorema de existencia [forma prácti- 

* ca) 

(a - 1) - (a -1) < a < (a + 1) + (a -1) 

* 2 < a < 2a 

* • La desigualdad a < 2a siempre se cum- 

* lo que aprovechamos aquí es: 

t a>2 ... a: 

% • Como a >90° y por teorema 21 

* (a + l) 2 > a 2 + (a -1) 2 

l => (a +1) 2 - (a -1) 2 > a 2 


Si MN = NL 

AS : ceviana exterior se cumple: 

MS <SL 


TEOREMA 


Existe un sólo triángulo obtusángulo de 
longitudes enteras consecutivas. 

VmMt>iacwt 

• Sean las longitudes de los lados: a-1, 
a y a +1 , se puede observar como 
“a 4- 1 ” corresponde al mayor lado se le 
opone al mayor ángulo. 



Por identidad de Legendre: 

4a.l<a 2 

=* 4 < a ...(II) 

De (I) y (II): 

2 < a < 4 

y como “a” es natural => a = 3 lo que 
hace que el triángulo sea único. 



Es el único triángulo obtusángulo de 
longitudes enteras consecutivos. 
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OU&waciÁH ¡- 

/ .7 único triángulo rectángulo de longi¬ 
tudes enteras consecutivas es: 



a = 6 



TEOREMA 



? 


* D emtOuicüxK 


Los demás triángulos de longitudes en¬ 
teras consecutivas son acutángulos. Si 
consideramos que los lados midan 
a-1, a y a 4 -l, a>4 y a e N se 
tendrán siempre lados de un triángulo 
acutángulo, por ejemplo: 


a = 5 



Se tiene a 4 - b + c = 2p 

Como AC es el mayor lado se tiene: 


❖ • 


t b > a 
b > c 

Sumando (I) y (II): 

2b > a 4- c 

=> b4-2b>a4-c4-b 


Pero: 


2p = a + b 4- c 
=> 3b > 2p 

b> ! p 


TEOREMA 



* En el gráfico, se cumple: 


(a + b) z £ 2c 2 


En el gráfico, p es semiperímetro de * 
t^ABC ♦ 

Se cumple: * 


AC>|p 


a 2 4- b 2 > 2ab 


... (I) 
... (ID 


* UeaiMtoaaÁK 

❖ 

Partimos de la desigualdad: 

(a - b ) 2 > 0 
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• Sumando a ambos miembros: a 2 -i- b 2 , 
tendremos: 

2(a 2 + b 2 ) > a 2 i- b 2 + 2ab 

• Pero, por teorema de pitágoras 

a 2 -rb 2 =c 2 
=> 2c 2 > (a + b) 2 

—..-™, 

P La igualdad se cumple cuando : 

|a = b 

La suma de longitudes de tres cevianas 
interiores, trazadas uno por vértice, está 
comprendido entre el semiperímetro y el 
triple de dicho semiperímetro. 

VvHUMttiatiM 



• Por teorema 42 

p - b < BN < p ... (I) 

p - a < AM < p ... (II) 

P - c < CL < p ... (III) 

• Sumando (I), (II) y (III): 

3p - (a + b + c) < BN + AM + CL < 3p 


-----GEOMETRÍA 

3p - 2p < BN + AM + CL < 3p 

p < BN + AM CL < 3p 

liiiliilUJ 501 (Teorena de Visschers) 

En todo triángulo la suma de distancias 
de un punto interior a sus vértices, es 
menor que la suma de los dos lados de 
mayor longitud. 



• Sea a>c>b=>ct>0>p 
Se traza PQ//AC 

=> m<BRQ = a , m<PQB=0 

• En ARBQ : como y > a y a > 0 => y > 0 

^ B<y, por t. correspondencia: 


y < BQ ... (I) 

• Por t. de existencia; 

En AAPR: x<AP + PR ... (H) 

En ARQC: z<RQ + QC ...(III) 

En APBQ : como P < 0, por teorema de 
la correspondencia: 

PQ<PB ... (IV) 
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. Sumando (I), (II), (III) y (IV) * 

■- iy-fz-fPQ<(AP + PB)^-(BQ-QC)4-(PQ+RQ) * 
x + y + z -i- < c + a -f () * 

x + y + z < a + c * 

- | Lmmmm . . 

Si las longitudes de los lados de un trián¬ 
gulo son a , b y c tal que: a > c > b , 
las distancias hacia los vértices de un 
punto interior son x, y, z„ del teorema 
42 y 50, se cumple: 

a + b + c 

-<x + y + z<a + c 



TEOREMA 


m 



•n el gráfico se cumple: 


2<™<3 

AC 


Se traza interiormente el AAEC equilátero, 
con ello se tiene: m<EAB = 20° . Al pro¬ 
longar AE hasta que corte a BC en P 
=> AABP isósceles => AP = PB = a 
Por existencia 
x < (£ — a) + (a — x) 

=> 2x < ¿ ...(I) 


♦ • En AEPC 

❖ 

<• 

❖ 


• Como por condición las medidas angu¬ 
lares ya están dadas, significa que la ra- 
AB 

zón — también está dado, lo que el teo¬ 
rema afirma es que dicha razón se puede 
acotar. Lo cual se va a demostrar. 
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• En la prolongación de BA se ubica S tal 
que AS= x 

=> AEBS: isósceles 
=> m<AES = m<ASE = 10° 

=> BE = ES = m 

• Por t. existencia: 

AAEB: ¿<m + x ...(a) 

AAES : m < 2x 

=>m + x<2x + x ... (P) 

De (a) y (p): 

t < m + x < 3x 

ü <3x ...(¿) 


• De (I) y (II): 2x<¿<3x 

2< — < 3 

X 



I I siguiente teorema se ha incluido en esta 
publicación pese a que se trata de un grá- 
fico espacial. 

Sólo se requiere conocer que un tetraedro es 
un só lido limitado por cuatro regiones trian¬ 


gulares y que los lados se llamarán aristas. 

Enunciado del teorema : 

En un tetraedro existe por lo menos 
un vértice tal que con las aristas con¬ 
currentes en él, se puede formar un 
triángulo”. 

VmAbUiaúM, 

• Consideremos: 



• En primer lugar observe los cuatro trián¬ 
gulos: AABC , ABCD , AADB y AACD . 

• Consideremos también que para el vérti¬ 
ce con respecto a las aristas: AB , BC 
y BD hay dos posibilidades: 

i) Si forman un triángulo, con ello ya 
estaría demostrado. 

ii) Si no forman un triángulo se tendrá 
que el triángulo se formará con las 
aristas que concurran en A, C o D. 

• Analicemos (ii): 

Si no se forma el triángulo , se cum¬ 
ple entonces: 

b > a + d ...(I) 

• Analizando las aristas que concurran 
en ”C”. 

En AABD. a + d>f ... (H) 

De (I) y (II): b>a + d>f 

=> b>f ... (III) 
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• En AADC: 

e < f -he 

De (III) f < b => f + c < b -í- c 
De (IV) y (V) se tendrá: 

e < f + c < b + c 


e < b + c 


• En AADC: c<f + e 

Como f < b => f + e < b + c 
De (VI) y (VII): 

c < f + e < b + e 


c<b + e 


• En ABCD: b<d + e 
De (I) y (VIII): 

a+d<b<d+e 
=> a + < / + e 

=> a <e 
=» a + c < e + c 

• En AABC : b < a + c 
De (IX) y (X): 

b<a+c<e+c 


b < e + c 


De (a), (P) y (y): 


(ÍV) * 
(V) : 


...(a) 


Se concluye que con CD, AD y AC se 
podrá formar un triángulo. 



TEOREMA 


... (VI) * Dados cinco segmentos, tales que con 
y cualquiera de ellos* es posible construir un 
•• (VII) £ triángulo se cumple que ál menos uno de 
* ellos es acutángulo. 

X VemtVuiMit 


.■•(P) 


.. (VIII) 


• • (IX) 
... (X) 


...(y) 


> Sean a, b, c, d, y e las longitudes de los 
segmentos, tales que: 

a < b <c <d <e ... (I) 

> Se puede notar que se formarán 10 trián¬ 
gulos (ya que C 3 = 10 ), el teorema nos 
afirma que por lo menos uno de ellos es 
acutángulo. 

> Cada triángulo tiene sólo tres posibilida¬ 
des; es acutángulo, rectángulo o 
obtusángulo, los lados se relacionan por 
la nota indicada en la página 25. 

» Consideremos los triángulos de lados (a, 
b, c) y (c, d, e) si los triángulos fueran 
acutángulos cumplen: 

c 2 < a 2 + b 2 y e 2 < c 2 + d 2 

> Usaremos el método del absurdo, es de¬ 
cir, supongamos que no se cumple lo 
anterior, es decir: 

c 2 >a 2 + b 2 y e 2 >c 2 +d 2 ...(a) 

» Considerando la siguiente desigualdad (5) : 


2(a 2 + b 2 ) > (a + b) 2 


(P) 


e<b + c 
c < b -f e 
b < e -f c 


<s> ver anexos, desigualdad de la media cuadrática 
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Como: 

c 2 >a 2 + b 2 =* 2c 2 > 2(a 2 + b 2 )... (II) 


De (p) y (II): 2c 2 > (a + b) 2 ... (III) 

De (a): e 2 >c 2 +d 2 ...(IV) 

De(í): d 2 >c 2 ... ( V ) 

• Sumando (III), (IV) y (V): 

e 2 > (a + b) 2 

=> e>a + b ... (VI) 

Pero con a, b y e es posible formar, se debe 
cumplir : 

e<a + b ... (VII) 


(VI) y (VII) son contradictoria, entonces 
nuestra suposición es falsa, es decir se cum¬ 
ple: 



• Como “c” es el lado mayor en el AABC 
y como: 

c 2 < a 2 + b 2 => el MBC 


es acutángulo para el APQR ocurre algo 
análogo. 


POLIGONAL 


Consideremos en un plano n puntos (n > 3 y n s N), tales como A„A 2 , 

define la poligonal o línea quebrada como la unión de aXT a7a~ v Á— 
siguientes condiciones: 2 ’ 2 3 y n-i 



•A n , se 
con las 


Dos segmentos consecutivos no deben 
estar en la misma recta. 

Los segmentos tengan en común a lo 
mas los extremos. 


En el gráfico, n = 7 



poligonal - {Aj A 2 u A 2 A 3 u A 3 A 4 u A 4 A 5 u A 5 A 6 u A 6 A 7 j 

A los segmentos se les denomina lados y a los puntos A ; y A 7 
extremos. 7 


se les llama 
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'•i inda recta que contiene a un lado ubi- * 
■ t .t l,i poligonal en un mismo semiplano, * 
» la poligonal se le llamará convexa. * 



I n H gráfico, ABCDEF es una poligonal * 


• Por teorema de existencia: 

AC < AB + BC 



En AACD: • 

AD < AC -f CD ... (I) 
En AABC: 



no convexa. 


TEOREMA 


I n toda poligonal la distancia entre los 
«•xtremos es menor entre los extremos es 
menor que la suma de longitudes de to¬ 
dos los lados de la poligonal. 

• Consideremos las siguientes poligonales. 




AC < AB + BC ... (II) 
De (1) y (II): 

=> AD < AB + BC -i- CD 

• Se puede ir aumentando lados o 
extremos demostrando el teorema, 
pero en realidad no garantizaría 
la veracidad del teorema. Usare¬ 
mos para ello el método de induc¬ 
ción. (6) 

• El método de inducción consta de las 
siguientes partes: 

- Demostrar para el menor valor, 
para el cual tiene sentido el teo¬ 
rema. 

- Supone que el teorema es válida 
para n, ne N (Hipótesis Induc¬ 
tiva). 

- Demostrar que se cumple para 
n -i-1 . 

• La primera ya fue probado. 

• Supongamos que es válida para “n”. 


Sobre el método del inducción, ver anexos. 
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A i A n <A 1 A 2 +A 2 A 3 +...A n _ 1 A n ...(a) 

• Demostremos que se cumple para 
n +1 . 

• Consideremos la poligonal 

A l A 2 A 3"- A n A n-El 



• El punto A n+1 , no debe ser colineal 

con A n-1 y A n o con A { A 2 (por defi¬ 
nición). 

• En ¿AAAn+i: 

A 1 A n+1 < A l A n + A n A n+l - - 0) 

• Sumando (a) y (P): 

A A + i < A i A 2 + A 2 A 3 + ~+ A n-A+ A A + i 

Con lo cual queda demostrado el teo¬ 
rema Vne M(n>3). 


. Obó&uuuiéH j — — - -- 

• La demostración es válida para una 
poligonal convexa y no convexa. 

• Si ubicamos, dos puntos en un pía 
no y trazamos la curva que los une 



t. longitud de la curva % 


Se cumple: AB < C 
Para demostración de la última afir 
. mación involucra elementos de cál 
’ culo superior, pero la mayor parte 
de la demostración ha sido indica 
da. 

El paso final es definir la longitud de 
la curva corno caso límite de la Ion 
| gitud de la poligonal cuyos vértices 
I están en la curva. 

nmnmmm 

Si unimos los extremos de una poligonal 
a la región limitada se le denominará r# 
gión interior. 

Si consideramos ahora dos poligonales 
con los mismos extremos y una de elUt 
se ubica en la región interior de la oftn 
se le denomina envuelta y a la otra rn 
volvente. 


C 
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Envolvente 



* Lo cual se prueba de la siguiente forma 




|m longitud de toda línea poligonal con- * 
V» 1 -,» es menor que la longitud de la * 
feliIltjdiMl que la envuelve. * 

<• 

• l’odemos partir, así; que la envuelta y * 




En A 

a i + a 2 < c + b 

... (i) 

En AAQM : 

c < b 2 +r 

... di) 

En AMRB : 

d < b 3 +1 

... (ni) 

Sumando (I), (II) y (III): 



t a 1 +a 2 +c + d<c + d + b 1 +b 3 + r+_t 

* b 2 

❖ aj + a 2 <b x + b 2 + b 3 

. . , , , * • Ahora podemos considerar la siguien- 

• Lo cual ya fue probado (ver teorema 40) * te fi gura . 

Se cumple entonces: * 


+ a 2 < bj + b 2 


» l’odemos hacer una serie de variantes * 

asi: Á 




Se cumple: 


Se cumple: 


a¿ + a 2 < bj + b 2 + b 3 


a i "L a 2 + a 3 < bj + b 2 + b 3 + b 4 
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Probemos el último resultado: 



En AAEF: a 1 +c<b 1 +f ... (I) 

En AQSB : a 3 > q + t ...(II) 

Por teorema 54 
Para P y S: 

a 2 +q < c + g + b 3 +0 ...(III) 

Sumando (I), (II) y (III): 

a 1 -fa 2 -»-a 3 -fc + q<b 1 +(f + g) + b 3 + (e + t) + c + q 
b2 b 4 



Demostraremos: 


AP 1 +P 1 P 2 +.,. + P n B<AQ 1 +Q 1 Q 2 +.,, + Q m B 


• Sea n > 0 y m > 1 

• Por inducción fuerte em m + n 

• Si m + n = l, es decir: n = 0 y m=l 

lo cual es cierto, 
por la desigualdad 
triangular: 



=> ai + a 2 + a 3 < bj + b 2 + b 3 + b 4 

- Con lo cual queda probado el resul¬ 
tado, pero no podemos aún decir que 
el teorema ya fue probado. Es que 
solo hemos demostrado para casos 
particulares. 

Demostremos el teorema cuando 
ambas (la envuelta y la envolvente) 
son convexas. 


Supongamos que la hipótesis es cierta 
para:l<m + n<k 

Demostraremos que es válida para: 
m + n = k +1 
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. Notemos que l<r<m y que B representa a Q m+ i 

• l'ui teorema (54): 

AP 1 +P 1 k<AQ,+Q 1 Q 2 + - + Qr k •■■(«) 

• |\>r hipótesis: 

PjP 2 + P 2 P 3 +... + P n B < P,k + kQ r+1 +... + Q m B (P) 

• Sumando (a) y ((3): 

APj + + P,P 2 + P 2 P 3 +... + P n B < AQj + QjQ 2 +... + Q r k +0 + kQ r+1 +... + Q m B 


APj + P,P 2 +... + P n B< AQ t +QiQ 2 + .+Q m B 


( mi lo cual queda ya probado el teorema. 


Otoe'uwuuAK 



Seo : longitud de la enuolente. 

[ 2 : longitud de la envuelta. 

Del teorema anterior se demuestra: 

Como: < t 2 => (1 + AB < i 2 + AB 

— pT”" 

=> Pl < P2 

Pj .perímetro de la región limitada 
por ¡a envuelta y AB . 
p 2 perímetro de la región limitada 
por la envolvente y AB 


CASOS PARTICULARES 



• Si IR j es convexo y es interior a IR ; 



• Se cumple 

Perímetro (AMNL) < Perímetro (áABC) 


E 
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TEOREMA 


B 



En el gráfico, neZ + , n>2 
Se cumple: 

~AB < BC < n(AÍT 
VmMbiacwt 

• La primera parte, es directo, puesto 
que neZ + y n>2^na>2a>a 
Por teorema de la correspondencia: 
Como na > a => BC > AB 


Se prolonga CA hasta S, tal que- 
m<ASB = x => ASBC 

es isósceles => SB = BS = a 

En ASAB , por lo anterior : 

m< 2b ... (|) 

ASAB , por existencia 

a < m + b ... (II) 

Sumando (I) y (II) : 

a + m<m+3b 
=> a < 3b 


Para la segunda parte, BC < n(AB) 
usaremos inducción 

Cuando n = 2 



Por teorema 39: BC < 2(AB) 

Antes de indicar la hipótesis inductiva, 
analicemos para: n = 3 (De forma 
ilustrativa, lo cual nos dará la idea 
para el caso general). 

Cuando n = 3 


Ahora sí, procedamos como se ha 
indicado en un prueba por inducción. 

Supongamos que se cumpla para n, 
ne Z + , n > 2 


B 



hipótesis inductiva: BC < n(AB) 
Probemos para “n +1” : 
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• Se prolonga CA hasta Q tal que ❖ 

incCQB = a => AQBC es isósceles * 

❖ 

=> QB = BC = a * 

❖ 

Como: * 

❖ 

m<AQB = a => m<QBA = na * 

❖ 

• En AQAB: * 

❖ 

Por hipótesis inductiva: * 

k<nb ... (I) * 

❖ 

- Por existencia a<k + b ... (II) * 

V 

•í* 

• De (I) y (II): a + k<k + (n + l)b t 

a < (n + l)b t 

•> 

<• 

( on lo cual queda concluida la demos- * 

t ración. * 


Ot ra forma: * 

Como para n = 2 ya fue aprobado y * 

n > 2 => n(AB) > 2(AB) . * 

❖ 

Pero: 2(AB) > BC => n(AB) > 2(AB) > BC * 
/. BC < n(AB) t 




La prueba realizada es equivalente a 
probar: 

1 sen(na) 

1<--—- < n 

sena 

(neZ + , n>2) 



sen na _ a 
sena b 

Como a < n b 


Analizando: 


- < n 
b 


i a 

1 < — < n 


ello no implica que sea 1 la mayor cota 
superior ni “n” la menor cota inferior, 
pero nos dá un intervalo. Por ejemplo 

en el teorema 51, cuando n = 4 y 

x = 20°, se cumple 1 < -■ < 4, lo cual 
b 

es verdadero , pero se demostró: 

a 
b 


1 < - < 3 
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El recurso más usual es el papel y no por ello menos atractivo. 

Se llama papiroflexía (también llamado ORIGAMI) como el arte de realizar figuras 
doblando papel, sin cortar ni pegar. 3 

Las relaciones entre matemáticas y origami son hoy en día fuentes de investigación, se 
ían realizado la elaboración de un sistema axiomático (axiomas de Huzita). En esta 
publicación no mencionaremos dichos axiomas, al lector interesado en la bibliografía 
le indicare algunas paginas y unos textos concernientes al tema. 


• Trazamos un triángulo sobre una hoja * 
de papel * 



• Enseguida recortamos 





Si llevamos A sobre BC . 

B 



El resultado de este doblez nos da la 
bisectriz interior (BD) 

Doblez para la altura 


B 



Llevamos A hacia AC , haciendo el do¬ 
blez desde B. 
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• f l resultado de este doblez nos dará la 
altura (BH) • 

1 >oblez para la mediatriz de un lado. 


B 



•> 




• Llevamos A sobre C y hacemos el ❖ 
doblez, se obtendrá MN . * 


• SN representará parte de la mediatriz 
de ÁC (notar m<ANS = m<SNC = 90° y 
AN = NC ). 




Del último doblez se obtiene la me¬ 
diana desde B (haciendo el doblez 
de borde BN ) 

En realidad si llevamos A sobre 
cualquier punto de AC, se obten¬ 
drá el doblez de un segmento per¬ 
pendicular a AC . 

Para obtener algún doblez que 
se relacione con la bisectriz exte¬ 
rior o una altura (en el triángulo 
obtusángulo), se requiere repre¬ 
sentar la región exterior con parte 
del papel. 


Á 



❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


❖ 

❖ 
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TEOREMA DE MORLEV 



Al trisecar los ángulos internos como externos del triángulo» ABC 
se t,ene que los «ángulos DES GHI, JKL y MNP son equIW,^.' 


(Una forma de la demostración 
Notables” - Pág. 180) 


se encuentra en la publicación de “{Puntos 



Rfium 

> rae uní 

Í SEfllESTRflL 

SEmESTRAL iniEnsiuo 
rcposo 


TRIÁNGULOS 
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Problema! 


En el gráfico, AE = EF Calcule x. 



Problema! 


Del gráfico, calcule x. 



A) 40° 

D) 65° 

Problema! 


B) 45° 
E) 70° 


C) 60° 


En el gráfico L 1 //L 2 , calcule x + y . 



Problema 

En ^triángulo ABC se ubican R Q y M 
en^AB , B C y PQ respectivamente. SI 
AM y CM son bisectrices de los ángu 
l^s BAC y ACB respectivamente y 
PQ//AC. Si: AP + QC = 6. 

Calcule PQ 


A) 12 
D) 6 

Problema! 


B) 3 
E) 4,5 


C) 9 



En el gráfico, calcule a + p + e + co 


A) 140° 

B) 160° 

C) 170° 

D) 130° 

E) 180° 
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' ■ tiene el triángulo ABC, en la región 
• ili'iior relativa a BC se ubica D, Si 
h. KDA = 2(m<BCA) = 20° , AC = AD y 
I w CD . Calcule m<CAD 
A) -K) B) 50° C)80° 

I)) SO E) 45° 


I'hohlema 


N° 8 


I H el triángulo ABC, se ubica D en AC 
l.il que m«ABC = 80° + m<BAC y DC = BC 


i lili ule m<ABD 

/\) 40° B) 50° C) 65° 

11) SO' E) 60° 


Problema 


N° 9 


I n el triángulo isósceles ABC de base BC, 
• traza la ceviana interior BM. Si 


AM MB = BC , calcule m<MBC . 


A) 18° B) 30° C) 36° 

I >) f)4° E) 45° 


Problema 


N° 11 


Del gráfico, calcule 


x + y 




E) 


.os lados de un triángulo isósceles miden 
5cm y 12 cm . Calcule el perímetro de la 
egión triangular. 

\) 22cm B) 29cm 

:) 22 ó 29cm D) 27cm 


Problema 


N° 10 


❖ Problema 


N° 13 


I n el gráfico, los triángulos ABC y CDE 
son isósceles de bases ACy CE respecti¬ 
vamente. Si oc + P = 140°, calcule 
mcBCD 

A) 110° 

B) 120° 

C) 130° 

D) 150° 
r:> 140° 



••• Del gráfico, calcule x. 



^ A) 100° B) 130° C)110° 

l D) 120° E) 140° 
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CUZCAS© 


GEOMETRÍA 


PROBLEMAggg 

En el triángulo ABC se traza la ceviana ❖ 
interior AM, tal que AB = BM y * 
m<MAC = 10°. Calcule m<BAC - m<BCA •> 

A) 10° B) 5 o C) 20° l 

D) 7.5° E) 15° 


Problema 


N° 15 



Problema 


N° 16 


En el triángulo ABC se trazan la bisectriz * 
interior CD y la altura BH (H en ÁC). Si * 

m<ABH = m<BCD , AH = 3 y HC = 4 • * 
Calcule BC. * 


Problema 


N° 18 


En el gráfico, m - n = 150= , calcule x. 



A) 20° B) 30° C) 35° 

D) 25° E) 40° 


Problema 


N° 19 


Indique la alternativa correcta en el gráfi¬ 
co. 



A) 5 

B) 

6 

C) 7 

♦ A) 

m = P-C9 
2 

D) 8 

E) 

9 


* 





t C ) 

^ p + q 

m = -- 

problema C 3 rl 



❖ 

3 

En el gráfico, 

AB = 

AC y 

DM = DC 

•t E > 

^ p + q 

m = --—— 

4 


B) m = E±S 


D) m = p-t-q 



Problema! 


N° 20 


.1. En el triángulo ABC, se cumple 
T m<ABC = 98°, luego se ubica D exterior 
relativo a AC . Si AB = AD , 
X m<CAD = x, m<BAC = 60° - x y 

♦ m<ADC = 164°. Calcule x. 


* A ) 6 ° B) 12° C) 10° 

* D) 8 o E) 9 o 
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liilllilllAL CUZCANG 


TRIÁNGULOS 


l'milU EMA caga 

I i. el triángulo isósceles ABC (AB = BC) . 

.. ubica E en la prolongación de CB . 
ti. ,lc el cual se traza la perpendicular a 

A< cortando a AB en F. Si AF = 7 y 
i I 29. Calcule EB 
A) 11 B) 10 C) 20 

I>) 22 E) 18 


N° 22 


|)t l gráfico, calcule x + y + z 




* D) 40° ‘ E) 30° 


Problema 


N° 25 


* En el gráfico, AB = BC y cx + p = 40°. 

❖ Calcule x. 


B 



Problema! 


Problema 


N° 23 


! n el triángulo rectángulo NPQ (recto en 
I') se trazan las cevianas interiores PB y 
(,>A, tal que m<PQN = 2(m<NPB) . Si 


NP AN + QB . Calcule m<PAQ . 


A) ^14° B) 45° C) 30° 

|))60° E) 56° 


Pro blema! 

I )el «jráfico, calcule x-y 


Los lados de un triángulo miden 10, a y 
;• 2a, calcule el menor valor entero de a. 


$ A) 4 B) 3 C) 2 

l D) 5 E) 1 


Problema! 


j. Calcule el mayor valor entero de la longi- 

* tud de un lado, si el perímetro de su re- 

❖ gión es 40. 


* A) 20 B) 21 C) 22 

£ D) 19 E) 18 











































Problema! 


N° 28 


En el triángulo ABC, se ubican los pun¬ 
tos D y E en AB y AC respectivamen¬ 
te. Si m<BCA = 60°, m<AED = 35° y 
BD = BC = EC . Calcule m<BAC 

A > 60° B) 80° C) 50° 

D ) 70 ° E) 40° 


N° 32 


Problema 

Calcule el perímetro de una región trian 
guiar, sabiendo que los lados tienen Ion 
gitudes enteras y miden 2x-l, 6_ x g 
3x -1 


C) 12 


Problema 1 


N° 29 


Calcule el perímetro de una región trian¬ 
gulan sabiendo que dos de sus lados mi- 
den 5 y 6 y el tercero tiene por longitud el 
doble de uno de los otros dos. 

A) 19 
D) 23 


C) 22 


B) 20 
E) 21 

PROBLEMA^bt ft1 

En el gráfico, a + 0 = 2co, AD=3 y AC=8 
Calcule BC. 

B 


* A) 6 B) 14 

: D) 10 E) 15 

* Problema ^TLI cll 

* En la región interior de un triángulo 

* equilátero se ubica un punto, tal que la 

* suma de distancias de dicho punto a los 

* vértices es 9m. Calcule la longitud del 

t lado del ángulo equilátero, sabiendo que 
¿ es entera. 


A) 5m 
D) lm 


B) 4m 
E) 2m 


C) 3m 



Problema^TUc T ] 

Del gráfico, calcule x/y. 


Problema FTíJtTI 

En el gráfico, calcule el mayor valor ente¬ 
ro de AB+BC. 



A) 8 

B) 9 

C) 11 

D) 13 

E) 10 




C) l 


t tie , ne el Maguió ABC, en AC se ubica 
♦ D, tal que m<ACB = a , m<BAC = 2o. y 


..IHIAI CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


3a. Si AB=12 y BD=10. Cal- 

,,i,< ( D 


Problema! 


m w 

rw»»nl.KMA| 


B) 23 
E) 20 


C) 18 


N° 36 


I n rl gráfico, AD=AE. Calcule x. 



I)) 90° 


E) 95° 


* En el triángulo ABC se cumple AB = 2 y 

* m<BAC = 2(m<BCA). Calcule el valor de 

* BC. 

* A) 2 B) 4 C) 3 

* D) 6 E) 5 

* Problema Uiil ¿J 

* Se tiene el triángulo ABC(AB = BC), se 

* ubica E, F y D en ÁB , BC y AC res- 
pectivamente. Si DF=EF y 

* m<BEF + m<DFC = 78° • 

* Calcule m<ADE 

t A) 39° B) 22° C) 24° 

l D) 32° E) 26° 


N° 37 


Problema]_ 

I n rl triángulo ABD se ubica el p unto C 
, n In región exterior relativa a AD tal que 

AB BC = AC = BD . Calcule m<ADC 
A) 30° B) 15° C) 40° 

0)45° E) 20° 


Problema 


N° 41 


* Del gráfico, calcule x. 



Problema 


N° 38 


n el gráfico, AB = AC-PC y BP-PQ- 



A) 80° 

D) 65° 

Problema 


B) 70° 
E) 75° 


C) 60° 


N° 42 


C) 40° 


I)) 45° 


E) 30° 


* Del gráfico, calcule x. 

* A) 50° 

* B) 80° 

* C) 40° 
l D) 65° 
t E) 75° 
















































Problema J 

Del gráfico, calcule 2 + x 


N°43 



* Calcule BC. 

I A) a+b B) o 7S5 

ÍD)a-b 


a + b 

E) T 


* Problema 1 


N° 47 


A) 220 c 
D) 260° 


B) 210° 
E) 280° 


Problema ^ 

Del gráfico, calcule x. 


N_°44 



En el triángulo isósceles ABC (AC=RPÍ 
r . „ nno * traza ,a bis ectri 2 interior BR, tal q u« 
C)300° * AB = BR. Calcule m<BCA 

? ;A ! 24 ° B, 36° C) 30 

* D) 48° E) 18° 

* Problema yTLFf.l 

I En el gráfico, AB = BC y AD = CE. 

•j Calcule x. 


E) 25° 


C) 15° 


A) 10° 

D) 5 o 

Problema) 

En el triángulo ABC, las bisectrices tra 

Peí c V | C | Se 1°*'™ Cn P S¡ AP=6 V 

tero¡d e AC er0deValor «“- 


N° 45 


B) 1 
E) 4 


C) 3 


A) p 
D) 2 

Problema I 

En el triángulo ABC se traza la bisectriz 
interior BE si AF=a, AB = b y 

m<BAC = 2(m<BCA) 


N° 46 


* A) 40 
t D) 60 



C) 30° 


E) 20° 

;• Problema 

í f„L e io! r BD 3U , 1 '; ABC „ sa ,raza ,a 

• ntenor BD, tal que AD = BC; BD = DC 
; m<BAC = m<DBC Calcule mcBAC 

A) 10 ° B > 12 ° C) 15° 

E) 36° 


N° 50 


' Problema| l 

En el triángulo ABC se ubjca el punto 
, R ’ e "° r y relativo a AC , tal que 
AB - BC = AD , m<ACD = 2x y 


ItytimiAl CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 


n> Al)C = 3(m<BAC) = 9x 

hl.nl. x 

B) 15° C) 18° 

E) 20° 


M° 51 


p 9 « .*1 tuangulo rectángulo ABC (AB = BC), 
t* ulni.i el punto F exterior y relativo a 
A» de modo que AB = CF y 
M»*A( I 15 o . Calcule m<CAF 


Problema 

En el triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores BP y BQ tal que PC = BC y 
AQ = AB. Si m<ABC = 100 c . Calcule 
m<PBQ. 

A) 80° B) 50° C) 70° 

D) 25° E) 40° 


Problema 


N° 55 


a lii B) 15° C) 20° 

|ll '• E) 30 




uní EMA 


N° 52 


| n *1 gráfico, AB = AQ = m y BP = PC • 
hi m es par, calcule el menor entero de 

hl‘ 


B 




X Problema 


N° 56 


* En el gráfico, AB = AC y BFÍ = BE . 


* Calcule x. 


I>) 2 E) m 


I»HüHLEMA 


N° 53 


I n el triángulo rectángulo ABC (recto en * 
I'.) Se trazan las cevianas interiores AM * 
v ( N tal que AN = MN = MC . Calcule la * 
medida del ángulo entre AM y CN . * 



A)«)()" B) 120° C) 135° * A) 6Q o B ) 45 ° C) 30° 

!»<>0“ E) 108° ;i; D) 36° E) 72° 
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CUZCAW® 


Problema 


M° 57 


* Problema 


N° 59 


En el triángulo ABC se cumple 
m<BCA = 2(m<BAC) = 40°. En la prolon¬ 
gación de ÁC se ubica P, tal que 

rp R =AB + BC La med¡da del ángulo 
tro es: 

^ 20 B) 10° C) 15° 

0 ) 25 » £)30 » 


X En el tr¡ ángulo ABC se traza la cevi.mi 
; mtenor AF y la altura BH secantes „„ 

* M '_ Si m<FAC = 2(m<HBC) 

* ^“00 = 6. Calcule el mayor valor nj 
•> tero de AB 

* A,1 ° B)n C)13 

X D) 12 E) 9 

A 


Problema 


N° 58 


Del gráfico, calcule x. 



A)30 ° B) 18° C ) 20 ° 

D) 36° E) 15° 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


Problema ym.fTI 

Del gráfico, calcule x. 
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IHHIMIAI CUZCANO 


TRIÁNGULOS 



l'Miinl I MA 


N° 61 


(1°P.C - 2001-U) 

I*t> un triángulo ABC; AB = BC; DeAC; 
f-, Al). AE=BC y m<DBC = 2(m<EBD). 
I nli ule m<BDA . 

Al lit B) 45° €) 53° 

11)1.11 E) 75° 


Püoni.EMA 


N° 62 


(SEMINARIO 2007-1) 

| n mi triángulo ABC sus lados miden 
Alt \¡x 2 -1 ; BC = 2 y AC=3. Entonces 
/i u.intos valores enteros de x satisfa- 
.. n l.i condición del triángulo? 

Al 4 B) 5 C) 6 

I» K E) 10 


A) 36 
D) 39 

Problema 



N° 65 


E) 40 

(SEMINARIO 2007-11) 


I* non lema] 


N° 63 


(SEMINARIO 2007-1) 

< .ilcule el menor valor expresado en 
humeros enteros de la parte sombrea¬ 
da, «ibiendo que el perímetro del trián¬ 
gulo equilátero ABC es mayor que 33m; 
Al) 4m y CD = 9m. 

A) 30m 

I)) 38 m 

C) 36 m 

D) 37 m 
I ) 4()m 


B 



* Problema (SEMINARIO 2007-U) 

❖ En la figura mostrada, se verifica 

* AC=21u, BC = 7u.y AB = x, calcule el ma- 
yor valor entero de: (2x — 3) 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

<* 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


En el triángulo ABC se cumple que 
BC = 7u y m<A = 2m<C. Se trazan la 
bisectriz interior BP y la bisectriz exterior 
BQ, Q pertenece a la prolongación de 
CÁ • Calcule PQ. 

A) 16 B) 15 C) 14 

D) 13 E) 12 

Problema 


N° 66 


(SEMINARIO 2003-H) 

En un triángulo ABC se traza la bisectriz 
interior desde el vértice B, la cual 
interseca en H a la perpendicular traza¬ 
da desde C a dicha bisectriz. Si 
m<BAC - m<BCA = 20°. Halle la medida 
del ángulo ACH. 

A) 5 o B) T C) 9 o 

D) 10° E) 20° 



































CIJZCAN® 


Problema 1TJTI (seminario 2003-11) 

En el interior de un triángulo ABC se ubi¬ 
ca D tal que BD=AC y 

m<ACD m<DCB 
2 3 

m<DAC = m<DBC • 

Calcule m<ABD. 


. IE0MHIÉ 


m<BAD 

7 


;• A C je ubican los puntos P, H v 1 
► (Pe AR y TeRC). U 

; Si AB = BP = PQ = QR = R S = ST |<; J 
calcule la medida del ángulo ACB sablA 
do que es el mayor número entero. ^ 

A) 10° B) 13° Q I .V 

D) 18° E) 14° 


B) 50° 
E) 20° 


C)40° 


A) 60° 

D) 30° 

Problema (SEMINARIO 2003-U) 

En un triángulo ABC, desde e^vértice B ? 
se trazan las perpendiculares BP y BQ a <■ 
las bisectrices exteriores de los ángulos A * * 

y C. Si m<ABC = 0 , entonces la m<PBQ * 

es: * 


Problema! 


(SEMINARIO 200 » ||| 


¿Cuántos triángulos isósceles existen <l« 
perímetro 18 y lados enteros? 

A) 1 B) 2 

•D) 4 E) 5 


C)3 


A)90° + —0 
3 

CT 90° + ^ 

2 

E) 90° + — 0 

5 


Problema! 


N° 69 


B) 90°+ 0 

D) 9O° + -0 
4 


(lera P.C. 2002-11) 


Problema 

En la figura mostrada, se cum|tl| 
m<ACE + m<BFD = (o, entonces U 
m<BPD es: 


En un triángulo ABC, m<A = 60° ; 
m<C = 10 °, sean los puntos MeÁC y 
QeBC de modo que AB = BQ = AM 
Calcule m<QMC . 


A) 30° 

I>) 55° 

Problema! 


B) 35° 
E) 70° 


N° 70 


C) 45° 


(lera P.C. 2003-1) 



A) 2co 
5 


Se tiene un triángulo ABC, en BC se * 3 “ 

ubican los puntos Q y S(QeBS) y en * 


B) |» 
El f» 


C) (o 


TRIÁNGULOS 


HhiimAI CÜ7CftN0... - 

fl»».. maFSOJ (SEMINARIO 2006-11) * 

■A iii.mgulo ABC, se trazan las * 

■,. interiores AF y BE que se 

K.. en 1. Si Al = b, BC = a y * 

Kbr ' 2 (m<BCA) 

L|,„. , |,i longitud de AB es: 

L l " ' 1 3) a-b C) ^ 

E) 2 b-a < 

■ 4 

^...maITÍEÍ (lera P.C. 2003-11) * 

I, in.mgulo ABC, se ubica P exterior * 


1 lili 1 »'' 

ángulo, tal que AP interseca a 

lt< 

‘BP = lOu , 

BC = 13 u y 

Al ■ 1 1 

11 luego el máximo valor entero 


.1 lado AC es: 


Al 10 

B) 11 

C) 12 

|n i i 

E) 14 


f.u. 1 , (lera RC. 200 S-.J 

1 i. un 

triángulo ABC 

se cumple 

ni «r.< A 18° y AB>BC 

. Entonces, el 

MllMlM»' ' 

valor entero para 

la medida del 

Al(i|>il< i 

ABC es: 


Al H'i 

B) 144° 

C) 147° 

ID r*<» 

E) 153° 



ima ESEH < lera pc 2005-11) 

I» 11 »t 11 «' un triángulo ABC, AB = BC = a, 
.I.,,, 1 pertenece a los naturalles, una 
llfin »,»•• ante interseca a ÁB y BC en F 
y 1 M 11>1 *(tivamente y a la prolongación 

llu At en D, si la m<ADF > m<ABC , 
rAh v 11 3. El mínimo valor entero 

||# U longitud del segmento DE es: 


A) a - 4 # B) a -2 C) a-1 

D) a 4-1 E) a+ 2 


Problema] 


N° 77 


(lera P.C. 2007-1) 


Se tiene el triángulo ABC, en AB y BC 
se ubican los puntos P y Q respectiva¬ 
mente, diferentes de los vértices. Enton¬ 
ces se cumple: 


A) PQ + AC = AQ + PC 

B) PQ + AC < AQ + PC 

C) 2 (PQ) + AC > PC + AQ 
! D) PQ + AC > PC + AQ 

: E) PQ- AC> 2(PC)- AQ 


Problema 


N° 78 


(1° P.C. 2007-1) 


i En un triángulo escaleno ABC la bisectriz 
;* del ángulo BAC y la bisectriz del ángulo 
* exterior en C se intersecan en E. La 
t bisectriz del ángulo AEC interseca a AC 
en D y a la bisectriz del ángulo ABC en F. 


* Si m<EDC = 0 halle m<BFE: 


«A)90°-| B) 45“-0 C) 30 

* D) | E) 0 


Problema' 


N° 79 


llor. EXAMEN PARC1AI 2001-1) 


* 8 u; (5 + 7l6-x)u y (5-^16-x) 

❖ La suma de todos los valores enteros po- 
sibles que puede tomar x es. 


* A) 150 B) 146 C) 140 

l D) 136 E) 120 
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CtfZCANffi 


. geomitiMa 


N° 80 


Problema)_ 

(Xer. EXAMEN PARCIAL 2001-1) 

En la figura, AD = AB + BC y BC = CD 
halle x 

A) 100° 

B) 120° 

C) 130° 

D) 135° 

E) 140° 

ProblemaI 


Problema 


N° 83 



* (Texto CEPRE UNI- 2004) 

« Bn un triángulo isósceles ABCfAB lt( ), 

* se ubica el punto interior Q de modo (|u«i 

* m<ABQ = m<QAC = 30° ; 

* m<QBC = 10° 

* Calcule m<BQC. 

t A) 120° B) 135° 

* D) 100° E) 90° 


C) 150" 


(ler. EXAMEN PARCIAL 2000-11) 

Se tiene un triángulo isósceles ABC cuyo 
ángulo desigual ABC mide 0 grados. Se 
(razan, la mediatriz de ÁB y la bisectriz 
del ángulo ACB, los cuales forman un 
ángulo agudo de x grados. Entonces la 
relación entre x y 0 es: 


Problema 


N° 84 


% (Texto CEPRE UNI - 2004) 

* En un triángulo ABC, m<ACB = 30 u , 

* E1< ABC = 105 ° . sea M punto medio de 
X BC . Calcule m<MAC . 


A) x = 


C) x = 45° - 


E) x = 45° - 


B) 90°-- 
4 

D) x = 18O°-40 


A) 15° 

X D) 4572 

:• ProblemaI 


B) 20° 
E) 18° 


C) 30“ 


N®85 


30 


Problema! 


N° 82 


(Texto CEPRE UNI - 2004) 

En el interior de un triángulo rectángu¬ 
lo ABC, recto en B, se ubica Q- 
ÁQnBC = (E> ; CQnÁB = {F}. Si 
AQ 1 QC = lOu y QE + QF = 4u ¿cuán¬ 
tos posibles valores enteros para la lon¬ 
gitud de la hipotenusa existen? 

A) 1 B) 2 C ) 3 I 

[) )4 E) 5 


• (Texto CEPRE UNi-2004) 

I En un triángulo acutángulo ABC la 
. bisectriz del ángulo ABC y la bisectriz ex 
terior del ángulo C se intersecan en F; las 
bisectrices de los ángulos BAC y BFC se 
intersecan en R y al lado BC en P y Q 
respectivamente, entonces el triángulo 
PQR es: 


A) isósceles 
C) Rectángulo 
E) Escaleno 


B) Equilátero 
D) No está definido 


N° 86 


Proble.ma | 

(Texto CEPRE - UNI 2004) 

Dado un triángulo ABC(AB = BC), se ubi¬ 
can R Q y R en AB , BC y AC respecti¬ 
vamente de modo que PQR es un trián- 


1 ll/ÜANO 


TRIÁNGULOS 


*M|uiln!i»ro. Si m<BPQ = a y * p ROB lema| 


(ler SEMINARIO 99-1) 


Ri • I1< )< 

|\ Calcule m<PRA 

Ál •• |! 

a + B 
B > 2 

1 1 • 1» 

D) 45 o - 

1 i 'A' ' 

««i |D 
•) 


;• En el siguiente gráfico, calcule: 

+ a + (J) + p + 0 ;si a+b+c+d= 518° 


(g + P) 

2 


(ler seminario 99-1) 

| ,, , 1 ,i.|uirnte gráfico, calcule x + y + z. 



(') > ^ 
I!) u.o -fct» 


D) 135° + 


Pmmi.KMA 


N° 88 



* D) 158' 

❖ 

Problema 


E) 159° 


N° 90 


(ler SEMINARIO 99-1) 

* En un triángulo ABC (obtuso en B), 

* De AC, EeÁB, Fe BC, m<ADE = a + b; 
X m<EDF = a - b; m<FDC = 3b-a. 

* Si m<BAC = 8 o , m<BED = m<BFD y b 
X toma su mayor valor entero. ¿Cuánto 

* mide el ángulo ABC? 

* A) 138° B) 156° C) 148° 

t D) 162° E) 152° 


(ler SEMINARIO 99-1) Pr0BLE? ^ 


N°91 


I ti un triángulo ABC se ubica el punto 
Interior O, si OA = x; OB = 2x y OC = 3x. 
Además AB = 5u; BC = 6 u y AC = 7u. 

( ,deule entre que valores varía x. 

A) 1,75 < x < 2,16 B) 1,75 <x <2,4 

(’) '!j<x<2,4 D) 1 < x < 2 

I ) 1.75 <x< 2 


(ler SEMINARIO 98-1) 

En el gráfico L 1 //L 2 , AB = BC y EC=EF, 



75 
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Problema 


N° 107 


(ler SEMINARIO 99-11) 


Calcule m<CQP . 


En un triángulo ABC las bisectrices inte¬ 
riores se intersecan en I, por I se traza 
una perpendicular a CI la cual interseca 
a la bisectriz exterior del triángulo ABC, 
trazada desde A en Q. La bisectriz exte¬ 
rior del triángulo AIQ, trazada desde Q 
interseca a la prolongación de IC en el 
punto P 

Si 2(m<IPQ) = m<ABC . Calcule mcIPQ . 

A) 60° B) 54° C) 45° 

D) 36° E) 30° 


A) 20° B) 40° C) 30“ 

D) 50° E) 36° 


Problema 


N° 111 


(ler SEMINARIO 2005 m 


En un triángulo ABC se trazan Ini 
cevianas interiores AM y CN, las proion 
gaciones de las cevianas interiores traza 
das desde M y N en los triángulos AMC v 
ANC respectivamente, se cortan en Q, tnt 
que: 


m<MCN = 2(m<MAC) ; 


Problema 


N° 108 


(ler SEMINARIO 99-11) * 


La raíces de la ecuación : 


m<NAM = 2(m<ACN) ; 
m<ANQ = 3(m<AMQ) ; y 


x 3 - 7x 2 + 12x - nx 2 + 7nx - 12n = 0 

son las medidas de los lados de un trián¬ 
gulo. Halle la suma de todos los valores 
enteros posibles de n. 

A) 18 B) 20 C) 15 

D) 22 E) 23 


Problema 


N° 109 


(ler SEMINARIO 2007-11) 


Dado un triángulo, sus ángulos interiores 
miden: 


(3x + 2y), (3x - 2y) y (4y-3x) 

¿Cuál es el menor valor entero múltiplo 
de tres que puede tomar y? 

A) 21° B) 24° C) 27° 

D) 30° E)33° 


* m<QMC = 3(m<QNC) 

¿ Calcule m<MQN 

* A) 90° B) 100° C) 105° 

t D) 110° E) 120° 


Problema 


N° 112 


(ler SEMINARIO 2005-11) 


En un triángulo PQR, se traza la bisectriz 
interior RT, se ubica M en QR , por M se 
traza una recta perpendicular a la 
bisectriz, la recta interseca a RP en el 
punto E Si m<QPR + m<RQP = 0 . Cal 
cule m<RMF . 


A) 0 



B) ! 


E) 


30 


C) 20 


Problema 


N° 110 


(ler SEMINARIO 2005-11) 


En un triángulo ABC isósceles, se cumple 
m<ABC = 100° , se trazan las cevia-nas 
interiores BP y CQ, tal que: 


m<ABP = mcBCQ = 30° 


Problema 


N° 113 


(ler SEMINARIO 2005-11) 


En un triángulo ABC se cumple: 


m<ABC + mcACB = 100° 

Calcule la medida del ángulo agudo que 
determinan la altura trazada desde B y I.) 
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UHtlIltlAl CUZCANO 


. TRIÁNGULOS 


|,i.,, in exterior trazada de A. 
A) Mi B) 48° 

|||(,t) E) 55° 


Problema 


N° 117 


(ler SEMINARIO 2005-11) 


C) 40° 


. MAl^LILPI der SEMINARIO 2005-11) 

1 1 , .1 lado BC de un triángulo ABC se 
mIii. I). tal que CD = L y 

2 (m<CDA) = m<BAC + m<ABC 

( «%|t ul*’ AC. 


A) I 

DI 


B) 

i 1 e » l L 


C) o 


En un triángulo ABC, en la prolongación 
de AC se ubica Q, a partir del cual se 
traza el rayo secante a BC en E y a AB 
en D. 

Si mcBCQ = 134° y AQ = AB = QD . 

' Calcule el valor entero de m<ABC . 
i A) 39° B) 41° C) 43° 

: D) 45° E) 46° 


Problema! 


N° 118 


l'notil.EMAJ 


N°U5 


[ (ler SEMINARIO 2005-11) 


l’n un triángulo ABC (recto en B) se tra¬ 
ía |a altura BH. Las bisectrices de los án- 
ABH y HBC cortan a AC en M y N 
tivamente. 

•,t AB i BC-AC = K . Calcule MN. 


M K 

K 

I» .. 


B) §K 

E,| K 


C) | K 


ISmihLKMA 


N° 116 


_I (ler SEMINARIO 2005-11) 

I n .-I triángulo ABC se trazan las 
lu .ri trices interiores BD y CE, luego se 
i..,.un los rayos DP y EP tal que: 

mcBEP = 2(m«PEC) ; 

m<CDP = 2(m<PDB) y 

m<BAC = co 

( ali ule mcEPD 

Al <o/2 B) 60°-co C) 45° 

0) (,() E) 180° - 2co 


• (ier SEMINARIO 2005-11/ texto CEPRE UNI 2004 

•• Indique el valor de verdad de las siguien- 
j tes proposiciones: 

l I. En un triángulo ABC se cumple que 

l AB > AC, las bisectrices interiores de 

» los ángulos B y C, se intersecan en 1, 

0 entonces IB > 1C . 

{. 

❖ II. M es un punto de BC , entonces 
*•* 

❖ AM < p ; siendo p el semiperímetro del 

* triángulo. 

t Ul.Todo triángulo isósceles también es 

* acutángulo. 

$«A) WF B) VVV C) FVF 

♦ D) VFV E) FW 


Problema] 


N° 119 


I (ler SEMINARIO 2006-1) 


••• En el gráfico, m<ABC = 40°, calcule x. 
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CUZCANO 


GEOMETRIA 


Problema 


N° 120 


(lcr SEMINARIO 200-1) 


Se tienen los_triángulos_ABC y AMN, 
donde Me AC y BeAN, además: 


m<MBC = m<NBC ; 
m<BMN = m<NMC 

Si m<BAC = <¡). Halle la medida del án¬ 
gulo entre las bisectrices interiores de los 
ángulos en N y C. 


A) 90= +i 
4 


B) 135° 

4 


punto interior del triángulo ABC tal qu« 
m<BDF = 4(m<FDC) ; 
m<FEC = 4(m<BEF) ; 
mcBDC = 5(m<CDF) y 

m<DAE + m<DFE = 180° 

Calcule m<BAC 

A) 60° B) 75° C) 90” 

D) 100° E) 101° 


Problema 


(lcr SEMINARIO 2006-11) 


C) 45° + ! D) 90° + ! 
4 4 

E) 45°-! 


Problema 


N°I2I 


(lcr SEMINARIO 2006-1) 


En un triángulo ABC, se traza la bisectriz 
interior desde A y la bisectriz exterior des¬ 
de C, las cuales se cortan en E, las 
bisectrices de los ángulos ABC y AEC se 
intersecan en Q e intersecan a AC en M 
y N. Si MN = 8 cm . Calcule MQ (en cm) 


un triángulo ABC, la bisectriz intenot 

* del ángulo A y exterior del ángulo C so 

* intersecan en E. Por empunto E se tra/ rt 
; una recta paralela a AC que interseca a 

* los lados BC y BA en P y Q respectiva 
... mente. Si AQ - CP = ( , entonces la Ion 
£ gitud de PQ es: 


bi i «i' 

E>!' 


A) 6 B) 8 C) 9 

D)10 E)12 


Problema! 


*í° 122 


(lcr SEMINARIO 2006-11) 


En un triángulo se trazan las cevianas in¬ 
teriores BE y AD de manera que 
AB=AE = BD, DE=DC y m<BAE = 60°. 
Calcule m<EDC. 


* P«OBLEMAl¿M»4.^(lcr SFMlNAPin 

* En un triángulo ABC (recto en B), AB=BC, 

* se ubica P interior al triángulo, tal qu« 
+ 3 (m<BAP) = 2(m<PBC) = 6(m<PCA). 

* Entonces m<APC es: 

* A) 120° B) 105° q 136* 

* D) 144° E) 150° 


A) 80° B ) 90° C) 100° 

D) 120° E) 145° 


Problema! 


N° 123 


(ler SEMINARIO 2006-11 


En un triángulo ABC se trazan las 
bisectrices interiores BE y CD, F es un 
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ProBLEMaÜL* 6-T.^fler SEMINARIO 2006-11) 

Los lados AB, BC y AC de un triángulo 


miden 8; 10 y 12 u respectivamente. Se 
ubica F en la región interior tal que 

af = 5E = cf . c 

2 ^ • ¿Entre que valores se en 


inilllMIAl CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 


ti> ni i. i ni perímetro del triángulo ^FC? 
I l nlir 2A y 26 B) Entre 24 y 28 

I niii* 26 y 28 D) Entre 25 y 29 


ABC se ubica el punto P. Si PA = AB ; 
m<BAP = 60° y mcAPC - 160° . Calcule 
m<PAC . 


I i i uiit• :’•! y 27 


puní » MA 


N° 127 


I (lcr SEMINARIO 2006 - 11 ) 


Hn 11 !<>-. triángulos rectángulos ABC y 
i uva hipotenusa común es AC y 
|yy> « ututos de mayor longitud sc n AB 
y ( | los cuales se intersecan en Q Si 
Alt • < I 12 y AE + BC = 6, entones la 
«lo los valores enteros de la loxigi- 
lüil df AC es: 


A) 10° 

D) 15° 

Problema 


B) 12° 
E) 16° 


C) 8 o 


N° 130 


l I 

lo 


B) 14 
E) 17 


•O 15 


f mini EMAj 


N° 128 


_ (SEMINARIO 2( 0 7'l) 

n l) k ¿ cuál de las siguien ;es ex_ 
n».Iones es correcta? 



.t i ( , 

I <m+p-k 


II ,i ic i-k<m + p 

III u i c < m + p + k 


ni m + p , 

IV . ♦ c < — ^ -k 

2 

Al ‘".lo I B) Sólo II C) fólo III 

|i| IV E) I y III 


(ler SEMINARIO 2007-1) 

En el triángulo MNP se cumple: 
m<MNP = 21° y PM>NP. Entonces el 
mínimo valor entero para la medida del 
ángulo NPM es: 

A) 159° B) 119° C) 149° 

D) 129° E) 139° 


Problema 


N° 131 


_¡(ler SEMINARIO 2007-1) 

¿ Dado un triángulo ABC tal que AB < AC , 

* se toma sobre AC el punto D, tal que 

* AD=AB y resulta que D equidista de B y 

* C. Halle m<B en función de m<C . 


•i* A) m<C 
t D) |(m<C) 


B) 2(m<C) 
E) !(m<C) 


C) 3(m<C) 


Problema 


N° 132 


[(ler SEMINARIO 2007-1) 

* En el triángulo ABC se trazan las 

* bisectrices exteriores desde los vértices A 

* y B, que se intersecan con las prolonga- 

* dones de las bisectrices interiores de los 

* vértices B y A respectivamente en los pun- 

* tos P y Q. 

* Si m<ABC = 2(m<BCA) = a , entonces la 
medida del ángulo agudo que determinan 

* las rectas AQ y BP es: 


I’mori.kma 


N° 129 


|(ler SEMINARIO ;00'7-Il) * A) 90°B) 90°-^ C) 90°--a 


I ii un triángulo ABC se tiene qu< el arv 
Uiiln ABC mide 100°. En el extern del 
<it.iinjulo ABC y en el interior delángulo 


J D) 90°-1 E) 90°-|a 
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CÜZCAM® 


GEOMETRIA 


Problema! 


N° 133 


(ler SEMINARIO 2007-1) 


En un triángulo ABC se ubica un punto 
interior P, tal que la suma de 
(PA + PB + PC) es un número entero. Cal¬ 
cule dicha suma en m si AB = l, 2 m; 
BC = 1 ,6 m y AC = 1,5 m . 

C) 5 




Problema! 


N° 138 


3(ler SEMINARIO 2007-1) 


En un triángulo ABC, se traza la bisectriz 
interior BD. Si m<BAC = 2(m<BCA); 

BC = 8 u y AD = 3u, entonces la longi- 
tud de AB (en u) es: 

A) 2 B) 1 C) 5 

D) 3 E) 6 


(ler SEMINARIO 200 I) 

En un triángulo ABC, las bisectrices: m 
I terior de A y exterior de C, se intersecan 
en E; las bisectrices de los ángulos ABC v 
AEC, se intersecan en Q y determinan lo< 
puntos F y J en AC. Demostrar que el 
triángulo FQJ es isósceles. 


Problema! 


N° 139 


(SEMINARIO 2007-11) 


Problema! 


N° 135 


_(ler SEMINARIO 2007-11) i 

En un triángulo ABC (recto en B), se i 
traza la altura BH. La bisectriz del án- < 
guio BAC interseca a la altura BH en < 
M y al cateto BC en R Entonces el trián- 
guio MBP es: í 


^n un triángulo ABC se traza la bisectn; 

* interior BD. Si mcBAC > m<BCA . 

* Demostrar : 

m<BDC - m<BDA = m<BAC - m<BCA 


Problema 


N° 140 


(ler SEMINARIO 2007 II) 


A) Equilátero 
D) Escaleno 


B) Obtuso C) Isósceles 
E) Rectángulo 


Problema! 


N° 136 


(ler SEMINARIO 2007-11) 


En un triángulo isósceles ABC (AB = BC) * 
se traza la bisectriz interior AD. Si * 
AD = 16u, entonces la menor longitud * 
entera del segmento CD es: * 

A) 7u B) 8 u 

D) lOu E) llu 


En la figura se muestran dos espejos pía 
nos I y II que forman un ángulo que mide 
a . Desde el punto P sale un rayo de lu/ 
que incide sobre el espejo II bajo un án 
guio que mide p . Calcule la medida del 
ángulo de incidencia del rayo de luz so 
bre el espejo I cuando incide por tercera 
vez sobre este espejo. Considere que el 
ángulo de incidencia es igual al ángulo 
de reflexión. 


C) 9u 


Pr^BLEMA 


N° 137 


(ler SEMINARIO 2006-11) 


En el gráfico demostrar: 



i 


iiiiilililAL CUZCANQ. 


. TRIÁNGULOS 



r-<-' , 




❖ C) (ab;(a“+b ) 2 


N° 141 


fpnm .EMA 

|>r%«)«» el triángulo equilátero ABC y P un * 
huntn en la región interior. Si AP = 2 y * /^-2(a + b) 2 

l‘< /, calcule el mayor valor entero de * \ 4 ¡ 

Ht 

A) 1 1 B) 7 C) 8 

I» •> E) 10 


D) \ 


/ab ; 2 (a + b) 2 ' 

\ 2 1 


❖ 

❖ Problema 

❖ 


N° 144 


* En el gráfico, indique la relación correc- 

❖ ta: 


rimni.F.MA 


N° 142 


❖ 
❖ 
❖ 

I i» un triángulo rectángulo ABC se tra- 
Mu I.v. bisectrices interiores AP y CQ que £ 
1 mi.m ,1 la altura BH en M y N respecti- * 
Wiitnmlc Si BP = a y BQ = b, (a > b) ❖ 

❖ 
•> 


file ule MN. 

. n 1 2 

A) 

b 

1,10 2 

*ioni \ m\| 


B) Vab 
E) ~ 


C) a-b * A) 

t C) n 2 = 2mC 

*** /- 

i E) i - V mn 



D) ( 2 = m 2 + n 2 


N° 143 


.> Problema 


N° 145 


, En el gráfico, AB^BC calcule x. 

| ,n .1 gráfico, a <90°, indica entre que * 

1 .tli ii.", esta xy. 



M ib; (a + b ) 2 


B) 


/ 2ab:f?-t b ) 



D) 30°+ B 


E) 30°-3 
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Problema 


N° 146 


En un triángulo rectángulo ABC (recto en 
B), se traza la ceviana interior BD, tal que: 
2(m<DBC) = 3(m<BAC) y AB = DC+ BC 


Calcule m<BAC. 


A) 18° B) 30° C) 36° 

D) 15° E) 32° 


C) 180°fl--l + -l T V 

l 2 n 2 n+1 J 


D) 180 o ! 1- — 

L 2 n 


+ - a 
2 n 


E) 90° 1 


1 V a 


2 n n 


Problema 


N° 147 


En un triángulo ABC, se ubica P en AB 
y Q en la prolongación de AC . Si las 
bisectrices exteriores trazadas desde B y 
Q, en los triángulos ABC y APQ respecti¬ 
vamente se cortan en T; PQ n BC = {R} y 
m<BAC - m<PRB = 20° • 


Calcule m<BTQ . 


A) 10° B) 40° C) 80 c 

D) 20° E) 70° 


Problema 


N° 148 


Problema 


y° 149 


En el gráfico, BP = AC, calcule x. 


B 



D) 32° E) 42° 


En el gráfico, en el triángulo APC, AP X y 
CP! son bisectrices trazadas de A y C; en 
el triángulo APjC , ÁP^ y CP 2 son 
bisectrices trazadas de A y C y asi sucesi¬ 
vamente. Calcule m<AP n C . 

P 



Problema 


N° 150 


En el gráfico, BC // AD y AB = ED , cal 
* cule el menor valor entero de a . 



A) 90"-^a 


B) 90° 




* Problema 


N° 151 


* Del gráfico, calcule x + y . 


¡ 
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B) 160° C) 200° 


|)| IHU E) 220° 

I 'i i ni.ilico, calcule x. 



Problema 


N° 15 


3 


* En un triángulo un lado mide 10, calcule 
t el menor valor entero del perímetro de la 

* región triangular. 


t A) 11 B) 12 C)20 

t D) 19 E) 21 


<• PROBLEMA^ PEÍ 

♦ En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior CE y en AC se ubica D. 

♦ Si m<ABC = 100° , m<BAC = 20° , 

t AE=EC y EB = CD. Calcule m<AED 

•> A) 100° B) 105° C) 120° 

* D) 115° E) 110° 

❖ 



I a mihiIKMA 


N° 153 


i ,.| gráfico, AD = DB = DE . Calcule ^ * Problema 
Al I 


N° 157 


M. , 

1 

t 

I)) 2 

3 

1 > 


B 



t En el gráfico, PB = QC . Calcule el menor 
* valor entero de x. 
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GEOMETRÍA 


Problema 


N° 158 


Problema 


N° 161 


En un triángulo ABC se traza la bisectriz 
interior BP, se ubica Q en BC , tal que 
AP = BQ . Calcule el menor valor entero 


En el gráfico, el triángulo ABC es 
acutángulo y CQ = 7 . Calcule PQ, cuan¬ 
do PC toma su mayor valor entero. 



D) 6 


Problema 


E) 2 


N° 160 


En el gráfico, AD = BC. 
Calcule x. 


en M. Si AB + AC = 10. Calcule el ma¬ 
yor valor entero de AZ ( AZ es ceviana 
interior del triángulo AMB). 

A) 3 B) 4 C) 5 

D)2 E) 6 


A) 8° 
D) 18° 



Problema] 


N° 163 


El perímetro de una región triangulares 
k (ke Z + ) . Calcule el mayor valor ente¬ 
ro del perímetro de la región triangular 
cuyos vértices están en los lados del 
triángulo inicial. 

C) k-1 


E) 15° 


A) k 
D) 2k 


B) 2k -3 
E) k + 1 


ItlITQRIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Problema 


N° 164 


I n el gráfico, n - m = 60° , calcule x -i- y . 



A) 80° B) 140° C) 120° 

|))100° E) 130° 


Problema 


N° 165 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BM y en el triángulo BMC se tra¬ 
za la ceviana interior MN tal que 
AB = BM = MN = NC . Si m<ACB es 
máximo entero, calcule m<BAC . 


A) 66° B) 58° 

D) 62° E) 87° 


Problema 


N° 166 


C) 61° 



A) 90° B) 120° C) 135° 

D) 100° E) 108° 


Problema 


N° 168 


En el gráfico, calcule x + y + z 



Del gráfico, calcule x. 



Problema 


N° 167 


Del gráfico, calcule x. 


* Problema 


N° 169 


* En el gráfico, a + 0 = 25° 


;* Calcule x. 



* D) 155° E) 140° 
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Problema 


N° 170 


Del gráfico, calcule 


x -f y 



A) 1 


D) 


Problema 


B) 3 

E) t 


C) 2 


N° 171 


Problema 


N° 173 


En el triángulo ABC se trazan las cevionul] 


interiores AM y BN, las cuales se cortan 
en L. Si AM = MC, AB = BN v 
mcMLN = 2(m<ABC). 


♦ Calcule m<ABC. 

* A) 30° B) 60° 

♦ D) 36° E) 72° 

¿ Problema 

* En el gráfico, calcule x. 


C) 45 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BF, tal que AB = 4; 

m<BAC = 2(m<ACB) 
m<FBC = 3(m<ACB) 

Calcule el valor entero de BF. 

A) 1 B) 2 

D) 5 E) 4 



C)3 


A) 45° 

D) 70° 

Problema! 


B) 60° 
E) 50° 


C) 80' 


N° 175 


Problema 


N° 172 


En una región triangular isósceles se cum¬ 
ple que el perímetro es mayor que el tri¬ 
ple de su base. Calcule el mayor valor 
entero de la medida del menor ángulo 
interior. 


En el triángulo rectángulo ABC (recto en 
B), la altura BH y la ceviana interior Cl> 
se cortan en Q. Si AD=DC calcule el mu 
yor valor entero de m<BQC . 


A) 44° 
D) 61° 


B) 59° 
E) 58° 


C) 89° 


A) 91° 

D)134° 

Problema! 


B) 136° 
E) 119° 


C) 121° 


N° 176 


En el gráfico, PB = PC, calcule x. 


88 


lliiUIIIIAl CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 



t*M<ml.KMA 


N° 177 


irI «indico, calcule x. 



A) 15 

I» 45 /2 

I*iiiiIILEMaI 


B) 30° 
E) 5372 


C) 45° 


N° 178 


•> de base BR si BQ . PC y BP = BR. 

I Calcule m<ABP (PQnBC = {R}> 

X A) 30° B) 40° C) 50 c 

t D) 32° E) 36° 


Problema 


N° 180 


* En el gráfico, calcule a - b , si BE // AD 

* m<EBT = m<EBD 



Problema! 


N° 181 


I n el triángulo isósceles ABC de base AC, 
10 h.í/.i la ceviana interior CD y la bisectriz 
interior DE del triángulo ADC. Si 
m 11)|'.C = 19° . Calcule m<DCB 

A) m B) 19° C) 79° 

1 1 ) M E) 69° 


* En el triángulo ABC se traza la ceviana 

* interior AM, en cuya prolongación se ubi- 

<• ca D. Si BD = DC y 
l 3(m<DAC) = 2 (m<BCA) = 6 (m<BCD) = 60° 
<• Calcule m<BAD. 

* A) 45° B) 36° C) 30° 

+ D) 20° E) 18° 


Problema! 


N° 182 


r«.oniKMA 


N° 179 


hi ii. ih' un triángulo equilátero ABC, en 
v en la región exterior relativa a BC 
10 ubican P y Q respectivamente, de tal 


En el gráfico, calcule x. 

A) 36° 

B) 60° 

C) 45° 

’ D) 30° 

: E) 54° 



89 









































CPZCANQ 


GEOMIIllll 


Problema 


N° 183 


En el triángulo ABC (m<ABC = 90°) se tra¬ 
za la altura BH y en ella se ubica P Si 

AC + AB = 10 , calcule el mayor valor en¬ 
tero de AP 


A) 4 B) 3 C)5 

D) 9 E) 6 



A) 20° 

B) 30° 

C) 45° 

D) 60° 

E) 50° 



Problema 


M° 187 


En los lados AB, BC y AC del triángulo 
ABC se ubican los puntos R Q y R reí 
pectivamente Si AR = RP ; CR = RQ y 


m<PRQ = 80° . Calcule la medida del .ni. 
guio entre las bisectrices de los ánguln* 
APQ y PQC. 

A) 56° B) 40° C) 64" 

D) 65° E) 50° 


A) 10“ B) 20° C) 30° 

D) 50° E) 40° 


Problema 


N° 185 


En el triángulo ABC, se ubican en AB y 
en Jas regiones exteriores y relativas a BC 
y AC los puntos R Q y R respectivamen¬ 
te. Si ACnQR = {M}; 


m<BPQ = m«QMC ; 


Problema 


N* 188 


En el triángulo ABC se trazan la ceviann 
interior BP y la ceviana exterior BQ (Q en 
Ja prolongación de CA ). 


Si m<BCA = 2(m<BQA) = 20 ° ; 
BC=AP+AB y QA=BC+AB 


Calcule m<CBP. 

A) 10° B) 40° C) 60° 

D) 20° E) 30° 


m<RAC + mcBAR = 180° y 
m<MRA = 64° 

Calcule m<PQR . 

A) 64° B) 56° C) 52° 

D) 60° E) 32° 


Problema 


N° 186 


En el gráfico, m + n = 60°. Calcule x. 


Problema 


N° 189 


❖ En el gráfico, a + b = 210° 
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N° 190 


* Problema 


N° 193 


i*l .t* .'he o, calcule x. 


* Del gráfico, calcule x. 

* 


Al 70 

IM V» 



E) 65° 


l A) 20° 
t D) 25° 



E) 35° 


N° 191 


i• | triángulo ABC se trazan las cevianas * Problema! 

a \ i r' •k t ‘ _1 „ „.. „ . 


I II » . _ 

•"i.'' lores AM y CN de modo que * En e , gráfjc0 BE=a y £C=b. 
ni i BNC = m<AMC . Si la medida del me- * Ca[cule AE 
ni» .mgulo determinado por las bisectrices £ 
il» los ángulos ANC y AMC es igual a la <• 

Hl»'< 


ilida del ángulo ABC. 
( .ilmle m<CBA . 

A) 36° B) 54° 

I)) 45° E) 37° 


C) 60° 



Problema 


N° 192 


Del gráfico, calcule x. 



A) a + b 
* D) a + 2b 


* Pro blema! 

❖ 

♦ 


B) 2a + b 
E) 2b-a 


C) 2a-b 


N° 195 


£ En el gráfico, AB = AD = 17, CD = 8 y el 

* ángulo BCD es obtuso. Indique la canti- 

* dad de valores enteros para BC. 


D) 20° 


E) 10° 


•f A) 1 
« B) 5 

* C) 3 

* D) 0 

: e) 4 
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Problema! 


N“ 196 


Del gráfico, calcule x. 



130° 

D) 155° E) 150° 

Problema!^ 


N° 197 


Del gráfico, calcule x. 


A) 5 o 

10 ° 

D) 20° 


Problema! 



E) 15° 


N° 198 


En el gráfico, MP = PQ . Calcule - 

0 



t D) 2 


C) * 


Problema! 


E) 


N° 199 


* En un triángulo ABC se ubica P en la ru 

* gión interior, tal que AP = AB = PC y 

t m<PCB _ m<PAC _ m<ABC 


: 3 ~ 2 

* Calcule m<PAC. 

A) 10° B) 12° 

* D) 18° E) 22,5° 


13 


C) 20° 


Problema I 


N° 200 


C) 


El perímetro de un triángulo rectángulo 
es 30. ¿Cuántos valores enteros puede 
tener la longitud de la hipotenusa? 


t A) 0 

: d)4 


B) 3 

E) 5 


C)2 


a 
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r ^m i ma >' Jtíül 

n, i,,- un triángulo en el cual un lado 
■ 11 , 1 , | v la medida del mayor ángulo ex- 
1 ) 11 ,,, , . |t Si las longitudes de los lados 

.iteras calcule la medida del menor 

il*» exterior. 


Problema] 


N° 20 


i ¿Cuántos triángulos de longitudes ente- 
* ras cuyo perímetro es 40u existen? 


Al I' 

Ib" p 

I I 1H0 - (1 

EMAj 


B) 360° -2P 


A) 30 
D) 34 

; Problema! 


B) 32 
E) 35 


C) 33 


N° 205 


D) 180' 




t En el gráfico, ED = DF, calcule el mayor 
J valor entero de « . 


N° 202 


I „ ,1 gráfico, PC = 18, indique cuántos va- 
loie'. enteros puede tener AB. 

A) 0 

11 ) 2 

0 3 

t» 1 

I ) 5 



Problema] 


N° 203 


l.n el gráfico, el triángulo ABC es 



* A) 44° 

* D) 17° 

Problema | 



E) 29° 


N° 206 


* En el triángulo ABC, se ubican P y Q en 

* AC y BC respectivamente tal que: 

* AB = BP = PQ = QC 

* Si m<ABC = 5(m<QPC) 

* Calcule m<QPC . 
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A) 10° 

D) 12 o - 


. GEOMITI 


B) 18° 
E) 20° 


C) 15° 


Problema! 


N° 210 


Problema! 


N° 207 


* En el gráfico, calcule ~ 


En el triángulo rectángulo ABC (recto en 
B), se traza la ceviana interior BF tal que 
AC = 16 y 

m<ABF = 90° - 3(m<ACB) 

Calcule el menor valor entero de BF. ; 

A) 4 B) 6 C)5 

D) 7 E) 9 



Problema! 


N° 208 


En el triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores BD y CP secantes en R, tal que: 

m<PCB = 3(m<PBD) , 
m<DBC = 3(m<PCD) y 

m<DPR = m<RDP = m<BAC 
Calcule m<BAC. 

A) 54° B) 72° C) 36° 


A) 1 
D) 


1 


B) 2 

E, i 


C) 3 


N®211 


Problema! 

En el triángulo ABC en la región exterior| 
relativa a AC se ubica D, Si BC = CD, 

m<BCA - 60° - 0 y 

m<ADC - 2(m<CAD) = 20 

Calcule m<BAC. 


D) 


540° 


11 

Problema! 


E) 


N° 209 


540° 

13 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BM de modo que AM = BC. 

m<BAM m<BCM 

Si : ---=---= 10° 


A) 15° 
D) 37° 


B) 45° 
E) 60° 


C) 30° 


N° 212 


Problema | _ 

En el gráfico, AM=MB. Calcule x. 

B 


Calcule m<CBM . 


A) 10° 
D) 25° 


B) 15° 
E) 20° 


C) 18° 



C) 15° 
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B) 12' 
E) 20 c 


■HiinniAl CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


» ma p ^JFTFj 

n,i i., ni- el triángulo ABC, sejjbica P en 
mk|h> n exterior relativa a AB , tal que 

lll! m<ACB = 54°, 

m<ABC = 3(m<ABP) = 99° 
pul. ule m<APC . 

B) 92° C) 90° 

bl'M E) 94° 


Problema 


N° 21 


1 


En el gráfico, calcule x. 



D) 15° E) 9° 


f>in»i l Ma| 


Problema 


N° 218 


I ,, ,1 hiángulo ABC se ubica P en la re- 
yiini interior. Si BC = PC = 15 y AP = 8. 
(J#|. ul«* el menor valor entero de AC. 

A) |f. B) 17 C) 18 

D) 77. E) 23 

I* nol lLKMAPv^fj 

| 11 el triángulo ABC(m<ABC = 90°) se tra- 
, n |,! altura BFí y en ella se ubica R Se 
T en la región exterior relativa a 
A< , tal que m<ACT = 90° . Si AP = 2 y 
Al (>. Calcule el valor entero de BM, 
tiendo M punto medio de AC . 

A) 2 B) 3 C) 4 

I >) 5 E) 6 

rno nLEMA|\^H 

Del gráfico, calcule x. 


i 


En el triángulo rectángulo ABC (reto en 
B), se ubica Q en ÁC tal que 
m<QBC = 3x, m<BAC = 2x y AB = CQ. 
Calcule x. 

A) 15° B) 16° C) 18° 

D) 22°30' E) 26°30' 


Problema 


N° 219 


I 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BM, tal que AB=CM y 

m<BAM m<BCM 


• = 10 ° 


Calcule m<MBC. 



A) 30° 

D) 35° 

Problema 


B) 40° 
E) 55° 


C) 50° 


N° 220 


* En el triángulo ABC se traza la ceviana 

* interior BQ tal que QC = AB , 

* m<BAC - 20° y m<BQC = 30° . 

* Calcule m<BCA . 

* A) 30° B) 40° C) 50° 

t D) 60° E) 70° 
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GEOMETRÍA 


Problema 


N° 221 


Problema 


N° 224 


Del gráfico, indique la alternativa correc¬ 
ta: 



* Dado el triángulo ABC, se ubica D y F en 
.> AB y BC respectivamente. Si AD=AC v 
m<FAC m<ABC irko 


A) a < 16b 
C) a > 16b 
E) b > 16a 

Problema f 


B) a = 16b 
D) b < 16a 


* m<DAF= 

* 5 

* cule m<DFA . 

* A) 20° 

* D) 25° 

t Problema 


B) 30° 
E) 45° 


: = 10°. Cal 


C) 35° 


N° 225 


N° 222 


En el gráfico MB = NC = 12, AC=15, 
BN = 9, a < 90° y 0 > 90° . Si AB y BC 
toman su menor y mayor valor entero res¬ 
pectivamente. Calcule el mayor valor en¬ 
tero de PA + PB + PC. 



* En el triángulo ABC, se traza una recto 

* Q ue corta_a BC , AB y a la prolonga 

* c ^ n de CA en S, Q y P respectivamente 

* Si: m<BAC = m<BSQ = 2(m<ACB) y 

X SC - PQ = QB . Calcule m<ACB 

$ A) 30° B) 36° C) 72° 

X D) 60° E) 45° 


Problema 


N° 226 


Del gráfico, calcule m<PQC en función 
de x e y. 


Problema! 


N° 223 


En el triángulo A BC se Jrazan las * 

bisectrices interiores AM y CN, las cua- ♦ 

les se cortan en I, las bisectrices de los * 

ángulos ANC y AIC se cortan en P de * 

❖ 

modo que m<IAC = m<ICA + m<NPI .Si ♦ A) x + y 
la medida del menor ángulo entre P¡ y •> 

BC es 40°. Calcule m<ABC . 



A) 30° 
D) 60° 


B) 40° 
E) 50° 


C) 50° 


B) 2(x + y) 


C) 


(x + y) 


D) 180 o - 


(x + y) 


E) 90 o - 


(x + y) 


i lili ORI AL CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 


I'iiohLEMaI 


I M »*1 (gráfico, m<ABC - 2(m<PBQ) = 20° 
( nl< ule x + y . 



A) 100° 

D)110° 

I'mohlema] 


B) 105° 
E) 115° 


C) 120° 


N° 228 



A) 10° 

D) 40° 

Problema 


B) 20° 
E) 60° 


C) 30° 


N° 230 


X En el gráfico, EF = EG, 

* m<CAM = 3(m<MAB) 

* m<BCN = 3(m<NCA) 

X Calcule x en función de (3 . 


B 


I n »-I gráfico, indique el intervalo para — 

a 


A) (b; 10) B) [l;3) C) (2;3) 

!)) 4;9) E) (3;6) 

'»»* tiene el triángulo ABC, P es un punto 
inlt nor y S es exterior y relativo a AC , 
tol que PS n AC = {L} , 

m<PLC - mcPLA = 20° 

m<BAP _ m<BCP _ ^ 
m<PAC “ m<PCA ~ y 


m<ABS _ m<APS _ ^ 
m<SBC m<SPC 

{ alnile m<BSP 



* A) p 


B) 45° + p C) 90 o - 


D) 45°e) 60 o -p 


Problema! 


N° 231 


Se ubica P en la región interior del trián¬ 
gulo equilátero ABC, tal que AP = 2 y 
PC = 7. Calcule la razón entre los períme¬ 
tros máximo y mínimo enteros del trián¬ 
gulo ABC. 


A) 13/11 
D) 6/5 

Problema | 


B) 12/11 
E) 7/6 


C) 4/3 


N° 232 


En el trián gulo ABC, se ubica M y N en 
AB y BC respectivamente. Si 
14(m<NAM) = 7(m<NAC) = 2(m«ACB) 

AM = MN = NC • Calcule m<ABC . 


X A) 36° 
* D) 30° 


B) 18° 
E) 27° 


C) 24° 
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Problema 


N° 233 


l n el triángulo ABC(AB = BC), las 
revianas interiores AQ y CP se intersecan 
ni L, tal que m<AQC = 2(m<ACP) , en¬ 
tonces se puede afirmar: 


A) AL > AP B) AL > PL 

C) AL < AP D) AP = AL 

L) LP = AP 


Problema 

Se tiene el triángulo isósceles ABC de b.r.r 
AC . una recta corta a BC , ÁC y a ln 
prolongación de BA en R Q y R respectl* 
vamente. Si m<BPQ = a y m<AQR b 
Calcule m<BRP. 

A) a — b B) a-t-b C) 2a- b 

D) a - 2b E) 3a - b 


l n el gráfico. AB = BE. Calcule x 
\) 15“ 

3) 20° 

3) 30° 

)) 25° 

Z) 18 ° A 


N° 235 


ie tiene el triángulo rectángulo ABC (rec- 
o en B), se ubica E en AB y G en la 
irolongación de BC . Si EG n AC = {F} y 
os triángulos AEF y FCG son isósceles, 
’alcule m<GEB . 

i) 30° B) 60° C) 45° 

>) 50° E) 37° 



Problema 


N° 238 


¿ Del gráfico calcule x + y 



* A) 240° B) 215° C) 190° 

* D) 210° E) 220° 


•roblema 


N° 236 


n el gráfico, a. + 0 < 170° . Calcule el me- 
or valor entero de x. 


) 90° 
) 94° 
) 98° 
) 96° 
I 97° 



H 


En el triángulo ABC se ubica P en la re¬ 
gión interior tal que: 


mcPCA _ m<PAC _ m<PAB 


= m<PCB = 10" 


Calcule m<PBC . 

A) 28° B) 20° C) 15° 

D) 30° E) 10° 


• niI (IRIAL CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 


I'hiiiii.KMA 


N° 240 


I m .1 triángulo ABC se ubican P y Q (Q 
. - I ’c ) en la región exterior relativa a BC 

• •• ubican M y N tal que BM y CN son 
prutc de las bisectrices exteriores traza- 

• I . desde B y C. Si AQ es bisectriz inte- 
d€M. AQ//MP y NP//ÁC . 

i Oí ule m<BMP + m<PNC . 


* se ubican S y K en las prolongaciones 

* de BA y BC respectivamente. Si CS di- 

* vide al ángulo ACK en la razón de 2 a 3. 

* Calcule el mayor valor entero de 
m<ABC . 


A) 4S‘ 

I)) 120° 

|»hohlema 


B) 60° 
E) 90° 


C) 75° 


A) 77° 

D) 68 ° 

Problema 


B) 74° 
E) 60° 


C) 76° 


N° 244 


N° 241 


I .» bisectriz interior trazada en un trián- 
t|ulo escaleno determina con el lado 
. >|tuesto ángulos cuya razón de medidas 
• . / 13. Si los tres ángulos interiores son 
menores que 80°. Calcule la medida del 
menor ángulo interior del triángulo dado. 

A) n B) 78° C) 25° 

I)) 24° E) 76° 


* Se tiene el triángulo ABE, en la prolon- 

* gación de AE se ubica C, luego ubica- 

* mos D en ÁB . Si m<BEC = 120° y 
t AB = AC = CD. 

t Calcule la cantidad de valores enteros 

* para m<ABE . 

I A) 18 B) 17 C) 29 

* D) 19 E) 28 


Problema 


N° 245 


i*korlema 


N° 242 


I )»•! gráfico, calcule 


* En el triángulo ABC se trazan las cevianas 
<• interiores AB, OQ y BR, tal que 

* AP = CQ = BR , si “p” es el semiperímetro 
de la región ABC, indique el intervalo para 

* CQ. 



Í A) (f *) 

♦ D) (p;3p) 

A 

Problema I 


B) 

E) 


(H 

(f ;2 °) 


C) [p ; 3p) 


N° 246 


En el triángulo rectángulo ABC (recto en 
<■ B) se traza la ceviana interior AQ. Si 

t BQ = 2 , QC = 3 y 

•> 2(m«CAQ) + 3(m<BAQ) = 90° 

❖ 

* Calcule AQ. 

I A) 8 B) 7 C) 5 

tiene el triángulo ABC (AB = BC), se * Q) 4 E) 6 


Problema 


N° 243 
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Problema 


N° 247 


Problema 


N° 250 


En la región exterior relativa a ÁC del 
triángulo ABC, se ubica D tal que 


m<ABD m<ADB mcBDC m<DBC 


15 


14 


8 


= 5° 


Calcule la medida del ángulo entre BD y 

ÁC. 


❖ En el gráfico, AD = BC, calcule y. 

❖ A) 5 o 

❖ B) 10° 
t C) 8 o 

❖ D)15° 

❖ E) 6 o 



Problema 


N° 251 


A) 60° 

D) 80° 

Problema 


B) 75° 
E) 85° 


N° 248 


C) 90° * En el triángulo ABC se ubica P en la ri 

❖ gión exterior relativa a BC , tal que AB ( 

❖ CP = ¿; m<BAC = 2(m<BCA) y 

❖ m<CBP = 2(m<BPC). Entonces se cumplí* 


En un triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BN y en el triángulo ANB se traza 
la ceviana interior NM. Si 
2(m<BNC) = 3(m<MNB) , AM = AN y 
NB = BC • Calcule el número de valores 
enteros de m<BNM . 


A) / = 4c 
D) t < 4c 

Problema 


B) t < c 
E) 2C <c 


C) 4¿<c 


N° 252 


A) 13 
D) 16 

Problema 


B) 14 
E) 17 


C) 15 


En el triángulo ABC(AB = BC) se traza la 
altura CH y la bisectriz interior AM, tal 

que m<ABC es el doble de la medida del 
ángulo determinado por las bisectrices de 
los ángulos HCB y AMB. Calcule 
m<ABC. 


N° 249 


Del gráfico, calcule x. 



A) 30° 

D) 80° 

Problema 


B) 50° 
E) 60° 


0 40° 


N° 253 


A) 10° 
D) 36° 


B) 24° 
E) 12° 


C) 18° 


* En el gráfico, el triángulo ABC es 

* acutángulo. Calcule el mayor valor ente 

* ro de y 

l A) 269' 
l B) 271' 

* C) 241' 

* D) 259' 

* E) 239 € 



I1I0R1AL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


n mii.r.MA 


N° 254 


h »•! gráfico, calcule x. 



))2f, E) 20° 


l*«ojBLEMA 


M° 255 



* C) 3k + 1 D) 2k-l 

t E) 2k + l 


>, | gráfico, calcule x en función de p . 



:i20° - 4P 320° -7P 

U) 3 


r>p - 220 ° 

3 


Problema! 


❖ En el gráfico, el perímetro de la región 

* sombreada es £ , AB = a y AE = m si 
j AE > ED > DC > CB > BA . Indique el in- 
•> tervalo de: 


t C) (2m;2 1] 


D) (2m-2a;2í) 



AC + BD + CE + DA + EB 


A) (m;£ + a) 


B) [m-a;2í] 


N° 256 


En el gráfico, el semiperímetro de la re¬ 


gión sombreada es P, si (BS)(BT)(CQ) 

V k es entero, calcule el menor valor entero 



E) (m;2¿ + a) 


Problema 


N°258 


Se tiene el triángulo ABC(AB — BC), se 
ubican M y N en AB y BC respectiva- 
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mente tal que AM = 4 y CN = 3 . Calcule 
el mayor valor entero de AN+CM. 

A) 4 B) 5 C) 6 

D) 8 E) 7 


Problema 


N° 25 


3 


En el gráfico, indique la relación correc¬ 
ta, si n y m gZ + . 



A) b < mna B) a < mn + b 


C) b > mna 



b 

n 


D) a > mnb 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

V 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


Problema 


N° 260 


Del gráfico, calcule x. 



A) 10° B) 15° C) 30“ 

D) 22°30' E) 45° 


♦> 
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IIII 10 RIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 



1‘HOBLEMA 


N° 261 


Indique el valor de verdad de las siguien- ; 

ir', proposiciones: 

I Ocho puntos del espacio son vértices * 
(orno máximo de 56 triángulos. 

II Si los lados de un triángulo miden 2, 
sil y 4, entonces dicho triángulo es 
obtusángulo. 

III. lodo triángulo escaleno es 
oblicuángulo. 

A) VFV B) VFF C) FFF 

I )) WF E) FVF 


Problema 


N° 262 


I 1 gráfico, calcule x. 



A) 


y 

n 


B) 


y 

n + l 


C) 


y 

n -1 


D) 


y _ 

«S - n 


E) 


y 

2n -1 


I n (>l gráfico, AB = BC y el perímetro de 
|,i legión sombreada es 20. Calcule el ma- 
v«»i valor entero de PC. 



;D)7 E) 6 


* Problema 


N° 26 


3 


* En el triángulo rectángulo ABC (recto 
X en B), se traza la ceviana interior BM y 
'•* en el triángulo BMC se traza la bisectriz 
<• interior CN. Si AB = AM, calcule 
l m<CNM. 


A) 30° 

D) 45° 

Problema I 


B) 60° 

E) 22°30' 


C) 30° 


N° 265 


En el triángulo ABC se traza la bisectriz 
interior CP luego en el triángulo APC se 
traza la ceviana interior AM en cuya pro¬ 
longación se ubica N tal que: 

m<MAP = 3(m<MAC); m<ABC = 40° y 

m<BCN = 90° -1 (m«ACB) 

4 

Calcule m<CNM 

A) 40° B) 60° C) 50° 

D) 45° E) 55° 
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CUZCAK© 


GEOMETRÍA 


Calcule' x. 

B 



D) 100° E) 90° 


Problema 


N° 280 


Del gráfico, calcule “x” en función de 6 


Problema i , J’-br-j 

En el gráfico, MP = PN, calcule x + 0. 



A) 80° B) 85° C) 95° 

D) 120° E) 110° 



A) 90°--e 

B) 45° + — 0 

3 

2 

C) 45°+ e 

D) 90°--6 
2 

E) 90°-- 


2 


Problema 


* Problema 

* En el gráfico, AB = BC y CD = DE y 
£ a + p - 9 = 70°. Calcule x. 



•> D) 100° E) 110° 


En el gráfico MT=MD y BN = NC. 
x 

Calcule y . 



* En un triángulo isósceles de base BC 

* (AB > BC), se traza la bisectriz exterior BP 

* y en el triángulo BPC se traza la bisectriz 

* interior PQ. Si BP = 9 y QC=3. Calcule 


* pc. 

t A) 4,5 B) 5,5 C) 6 

t D) 5 E) 4 


IDITDRIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


l*K r«3LEMAP^ti* , ^VÍ| 

I n un triángulo ABC, se ubica D en la <• 
legión interior, tal que AD = BC, 
m<ADC = 120° . m<DBC = 66° y * 
m<DCB = 16° • Calcule m<ABD * 

A) 40° B) 45° C) 30° * 

I >) 25° E) 20" t 


Problema 


N° 286 


I n un triángulo ABC se traza la ceviana *; 
interior BP y la bisectriz interior CN, de •: 
tnl manera que los ángulos ABP y ABC 
.on suplementarios. Si m<BNC es el j 
mayor valor entero par. Calcule m<BPA < 

A) 8° B) 4 o C) 10° ; 

I)) 3 o E) 2 o : 


N° 287 


1 n un triángulo ABC, se traza la ceviana 
interior BP. si AB=3, BC = 4 y AC toma 
•.a mayor valor entero, calcule el mayor 
valor de (AP)(PC). 

A) 36 B) 35 C) 9 

D) 12 E)18 


i» k oblema | v dUll 

l .n el triángulo ABC, la altura BH y la 
bisectriz interior AM se cortan en Q. Si 
BQ = BM, calcule m<ABC . 

A) 60° B) 120° C) 90° 

l))75° E) 135° 


Problema 


N° 289 


I n el triángulo APC, la bisectriz interior 
desde A y la exterior de C, se cortan en 
P, : en el triángulo APjC , se hace el mis¬ 


mo procedimiento y se encuentra P 2 y 
asi sucesivamente. Si m<APC = 0 . Cal¬ 
cule la suma límite de las medidas de los 
menores ángulos en P¡ ; P 2 ; P 3 ••• 

A) 0 B) 20 C) 0/2 

D) 30 E) 0/4 


Problema 


N° 290 


En el triángulo ABC, se ubica P y Q en 
ÁC y BC si AB = AQ = AP; PC>PQ y 








de m<PCB . 

A) 39° B) 41° C) 19° 

D) 21° E) 20° 


Problema 


N° 291 


! En el triángulo ABC 

! m<ABC - m<BCA = 40°. 

• la región interior, tal que: 


se cumple 
Se ubica P en 


m<ABP = 3 (m«PBC) y 


m<ACP = 3 (m<BCP) 

•• Calcule la medida del ángulo entre las 
> bisectrices de los ángulos BPC y BAC. 

f A) 20° B) 30° C) 25° 

* D) 15° E) 32° 


* Problema 

* En el gráfico, AB = BC, SD = SA y 
SE=SC, calcule x. 


¿ A) 50° 

* B) 60° 

* C) 70° 

* D) 80° 
l E) 65° 
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CUZCAN& 


GEOMETRIA 


Problema 


N° 293 


Problema 


N° 297 


En el gráfico m<BNC = 2(m<NAC), cal¬ 
cule m<ABC -f m<NMB . 


N 


A) 160° 

- 

/a 



B) 200° 

\ ^v v 100V 



C) 210° 

D) 220° 

\y 



E) 250° 

s 

a 

-ILJ4| 


En el triángulo equilátero ABC se ubica 
en AB , BC y ÁC los puntos E, F y D 
respectivamente si m<EDF = 90°, 
BF = BD y EB = ED. Calcule m<AED. 


• En el gráfico los triángulos ABC; BPC v 
BQP son isósceles de bases ÁC , BC v 
BP respectivamente, indique la relación 
correcta: 

A) 4a > d 

B) a < 8d 

C) 2a < d 

D) 4a < d 

E) 8a < d 



Problema 


N° 298 


A) 10° 

D) 40° 

Problema! 


B) 20° 
E) 60 c 


C) 30° 


N° 295 


En el triángulo ABC, se traza la bisectriz 
interior AM, en AC se ubica N, tal que» 
MC-NC y m<ABC 4- m<AMN = 150° 
Calcule m<ABC-m<NMA. 


En el gráfico, PC = CQ. 
Calcule x + y . 

A) 104° 


B) 108° 

C) 148° 

D) 138° 

E) 152° 

Problema | 



A) 60° 

D) 75° 

Problema! 


B) 50° 
E) 45° 


C) 30° 


N° 299 


En el triángulo ABC, se traza la ceviann 
interior BM y en su prolongación se ubica 
D, tal que AB = BC = CD. Si AB1CD, 
calcule mcCMD. 


N° 296 


En el triángulo ABC se trazan las cevianas * 
interiores AM y CN de modo que * 
m<BNC = m<AMC . En el triángulo BNC •> 
las bisectrices interiores se cortan en I, * 
mientras que en el triángulo AMC la * 
bisectriz interior trazado de A y la exterior * 
trazada de C se cortan en J. Calcule: ? 
m<BIC - m<AJC . * 

A) 45° B) 90° C)60° ♦ 

D) 155° E) 18° ❖ 


A) 30° 

D) 60° 

Problema! 


B) 36° 
E) 75° 


C) 45° 


N° 300 


En el triángulo ABD se ubica el punto Q 
en la región exterior relativa a BD , tal 
que AD = DQ, m<BAQ = 30°, 
m<ABD = 18° y mcBDQ = 42°. Calcule 
m<DBQ. 

A) 20° B) 15° C) 16° 

D) 30° E) 25° 
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CUZCAN© 


GEOMETRIA 



Resolución 


N° 01 


Se nos pide: x 

Para observar un triángulo donde V 
sea la medida de un ángulo exterioi, 
se prolonga BC y AE => se tiene el 
AABM. 

En 1 por teorema: 


Se nos pide: x * 

Por dato AE = EF => AAEF es isósceles ❖ 
completando ángulos: * 


m<EMC+90° = 10°+90° =© m<EMC = 10" 
En A ABM, por ángulo exterior: 
x = 50° +10° 


m<EAF = m<AFE 
Por ángulo exterior: 

En AABS : x + p = 0 
En ABSF : x + 0 = 70 c 
Sumando (I) y (II): 

2x + = 70° 

=> 2x = 70° 

x = 35° 


: = 60° 



Resolución ^1 


J • Se nos pide: x + y 
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IIIIK1HIAL CUZCAMO 


TRIÁNGULOS 


. 1 negó: y = 0 + P * 

• I n /\ABC : * 

x + 0 + p = 180° * 

"T" ❖ 

x + y = 180 ° * 

Clave y51 * 


l( i SOLUCIÓN 


N»4 


I I primer paso es graficar de acuerdo a ❖ 
),v, condiciones, para ello lee detenida- ¿ 
mente y bosquéjalo. * 

. Así tenemos: *; 


B 



. Dato: a + b = 6 

. Como PQ//ÁC => por ángulos alter¬ 
nos internos: 

m<PMA = a y m<CMQ = p 
. Luego: 

AAPM y AMQC : isósceles 

=> PM = a y MQ = b 
PQ = a + b 

. . PQ = 6 

Clave 7 d1 


Resolución C33 



. Se nos pide:. oh- p + 0 
• Tenemos como dato: x + y = 80° 

. En ZX por teorema: 

a + p = x + z ••• (O 

. En ACEF por ángulo exterior 

0 + z = y ... (H) 

. Sumando (I) y (II): 

a + P + 0 + / = x + y + / 

=* a+p+ 0 =x+y 
... a + p + 0 = 8 O° 

Clave yol 

!• Resolución ES 



* . Piden: a + p + 0 + CD 

* . En Zl: a + P + <t> = 150° ••• (D 

% . En X : CO+e = 10° + <¡> ... (II) 
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CUZCAN© 


GEOMETRÍA 


• Sumando (I) y (II): 

a.-rP + e-¡-co-y = 150° +10° + ^ 

. . a + p + 0 + oo = 16O° 

Clave ,/bI 

Resolución 

• Graficando: 

D 



• Tenemos por dato: AC=AD y BC = CD 

AADC y ABCD : isósceles 

• Luego: 

m<ADC = m<ACD = 10° + p 
m<BDC = m<DBC = 30° + p 

• En AADC: 

x + 20° + 2p = 180° ... (I) 

• En ABCD: 

30° + p + p + 30° + p = 180° 

=> p = 40° 

• En (I): 

x + 20° + 2(40°) = 180° 

.. x = 80 ° 

Clave Vcl 


Resolución 

• Graficando, tenemos: 


B 



. Dato: m<ABC = 80° + m<BAC 
BC = CD 

• Del último dato: ADCB es isósceles 

=> m<CDB = m<DBC = x + p 

• Del primer dato: 

2x + $ = 80° + 

.. x = 40° 

Clave/A] 

Resolución 

• Graficando, se tiene: 



• Piden: m<MBC 

• De los datos AAMB , AMBC y AABC 
son isósceles, completemos medidas 
angulares: 

Sea mcMAB = x => m<ABM = x 


iilKlKlAL CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 


. Por < exterior: m<BMC = 2x 
AMBC : isósceles => m<MCB = 2x 
\ABC : isósceles => m<ABC = 2x 
=> m<MBC = x 

• I malmente: 

AMBC: 2x + 2x4-x = 180° 

. . x = 36° 

Clave yc\ 


1(1 SOLUCIÓN 


N° 10 


D 



. Tenemos por dato: a + p = 140° 

. También por dato los triángulos ABC 
y CDE son isósceles de bases AC y 
CE . 


m<BAC = m<BCA = n 

m<DCE = mcCED = m 

• Luego: 

x + m + n +100° = 360° ••• (0 

• En AABC y ACDE : 

2n + p = 180° ... (II) 

2m + a = 180° ... (III) 

• Sumando (II) y (III) 

2n 4- 2m + ex + p = 360° 

140° 

=> m + n = 110° 


• En (I): 

x -110° -r 100° = 360° 

. . x = 150° 

Clave y51 


Resolución 


N®41í 



z 


. Sea: E = —... (I) 

z 

• En ABCD , por ángulo exterior: 

z = a + 0 ... (II) 

• En por teorema 6: 

x + y = 2a + 20 
x + y = 2(a + 0) ... (III) 

• Reemplazando en (I): 


f _ 2 (^) 

.. E = 2 


Clave ycl 
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CÜZCAN® 


GEOMETRÍA 


• Piden: perím AABC . * 

• Por dato el AABC es isósceles, es de- * 

cir “a” es 5 ó 12. * 

• Pero antes, usemos existencia: * 

12 - 5 < a < 12 + 5 * 

7 < a < 17 * 

• El único valor para “a”, para que el * 

triángulo sea isósceles es 12. ❖ 

=> Perím AABC =12 + 12 + 5 l 

❖ 

Perím AAB c = 29 cm * 

Clave /r! * 


Resolución 


N° 13 


Resolución 



• Piden: m<BAC - m<BCA 


• Como: AB - BM => AABM es isóscele* 
=> m<BAM = mcAMB = 10° + (i 

=> m<BAC - m<BCA = 20° + P - B 

••• m<BAC - m<BCA = 20° 

Clave 7C1 



• Se nos pide: x 

• En AABC: x + a + 0 = 18O° ... (I) 

• En A : a + 0 + 40° = x 

=> a + 0 = x - 40° 

• Reemplazando en (I): 

x + x - 40° = 180° 


Resolución 


N° 15 


* Este problema se puede resolver comple 
tando ángulos, pero también de la siguien 

* te forma. 



* • Prolongamos AP y CS, para poder 

* utilizar el teorema 27 


. . x = 110° * 

Clave ycl ❖ 


AABC : m<ATC = 


m<ABC 


m<ATC: 


70° 

2 


35° 


i liliÜRIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


• I n AATD . por ángulo exterior: 
x = 50° t 35° 

x = 85° 

Clave Sb\ 


M » OLUCIÓN 



. En AHB: m«HAB = 90° - a 


• En AABC , se tiene: 

m<ACB = 2a y mcCAB = 90° - a 
: m<ABC = 90°-a, es decir el AABC 
es isósceles ==> BC = AC 


.. x = 7 


Clave ycl 


RESOLUCIÓN 


N°17 


A 



* • Piden: x-y 

* • Por dato: AB = AC y DM = DC 
v => AABC y ADMC son isósceles 

* m<ACB = m<CBA = m<CMD = 80° 

¿ • En ALMA . por ángulo exterior: 

* m<MLA + 20° = 80° => m«MLA = 60° 

* Finalmente: 

* • En ATLS , por suma de ángulos exte- 

* riores. 

* x + y + 60° = 360° 

$ x + y = 300° 

* Clave ycl 


Resolución 


N® 18 



Dato: m + n = 150° 

Se prolonga BC , hasta obtener el 
triángulo ABD, por ángulo exterior: 

mcSDB = 2x + 30° 

En Zl, por teorema 6: 

x + 2x + 30° = m + n 
=> 3x - 30° = 150° 


x = 40° 


ciave yin 
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CUZCAH© 


GEOMETRÍA 



• Se prolonga MH hasta que corte a 
BC en N. 

. En a + m = 90° 

=> En k^HNB: m<HNB = m 

• En Zj, por teorema 8: 

m + m = p + q 

__p + q 

m = ——— 

2 

Clave ye1 


Resolución 


N° 20 


B 



• Por dato: AB = AD 

• Como: m<BAD = 60° =* ABAD es 
equilátero 


* • Luego: 

* m<DBC = 38° y m<ADC = 104 l 

Á => m<DCB = 38° 

* => ABDC : isósceles =$ BD = DC = a 

* • AADC : isósceles =» m<ACD = x 

* => x + x +164° = 180 c 

* • • x = 8 o 

Clave 751 


Resolución 


N° 21 



* • Piden: x 

❖ 

* • Por dato AABC: isósceles (AB = BC) 
t • t^HEC: m<HEC = 90°-p 

* • £a.AHF: m<HFA = 90° - p 
•> 

* AFBE es isósceles =s> BF = BE = x 

* • También AB = BC = x + 7 

* => x + x + 7 = 29 

* . x = ll 

Clave yff 
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iniTORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


ItlSOLUCIÓN 


N° 22 



* • Piden: x 

* • Dato: NP = AN + QB y 

* mcPQN = 2(m<NPB) 

• Como: 

mcNPQ = 90° => m<BPQ = 90° - 0 

* • En ABPQ se tiene: 

£ m<BQB = 20 => m<PBQ = 90° - 0 

* • Luego el triángulo BPQ isósceles 

* => BQ = PQ = b 

* • Como: NP = a + b => AP = b 

* . En t^APQ: 



• En forma análoga: 

m<ABC = 2y => m<ACB - 2z 

• Finalmente en AABC : 


2x + 2y + 2z = 180° 

. . x + y + z = 90° 


Clave yAl 


Resolución 


N° 23 



* Resolución 


N° 24 



t • En £ : x + a = 0 + 20° 

x = 0 + 20° - a 

* • En AABC , por ángulo exterior: 

•> y + a + 20° = 0 => y = 0-a-2O° 
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CUZCAN® 


GEOMETRÍA 


• Finalmente: 

x - y = (0 * 20° - a) - (0 - a - 20°) 

x - y = 40° 

Clave Tí)] 

Resolución 


B 


Se tendrá entonces: 
a < 10 


10 < 3a 


10 


< a 



De donde tenemos la variación de a 
10 

3 < a <l° 

3,33 < a < 10 

^(menor entero) ^ 


Clave y A) 


* Resolución 


Dato: a + p = 40 y AB = BC 

En ACRP por ángulo exterior: 
m<RCA = a + x 

Como: AB = BC => AABC es isósceles 
=> m<BAC = m<ACB = a + x 
En AARP: 

a + p + x + x = 180° 

40° • 

.. x = 70° h 



a 

• Nos piden el mayor valor entero de o 
(en realidad, puede ser “b” o “c”) 

• Dato: a + b 4- c = 40 

• Por existencia de triángulos: a < b + c 

• Sumando “a”: a + a < a + b + c 

=> 2a < 40 
a < 20 

• Como a < 20 , el mayor valor entero es 


Clave Te! 


Resolución 



19 


Resolución I 


Clave 761 


Piden, ^(menor entero) 

Por existencia de triángulos: 
2a-a<10<2a-f a 
a < 10 < 3a 



* Dato: BD = BC = EC 
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IHtllRIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


i nmo BC = CE y m<BCE = 60°, al 
1 1 .izar BE el triángulo EBC resulta 
•.«•r equilátero. 

^ EB = £ y m<BEC = 60° 

\BED es isósceles 

-t> m<BDE = m<DEB = 85° 

I n AAED , por ángulo exterior: 
x + 35° = 85° 

.. x = 50° 

Clave yü] 



l’iden: perímetro UABC) 

Por dato: a = 2(AB) o a = 2(BC), pero 
míes, utilicemos existencia: 


6-5<a<6+5 


1 < a < 11 

)eacuerdo al dato, la única posibili¬ 
tó para que “a” sea el doble de uno 
le los otros dos es: 

a = 10 


=> Perímetro (AABC) =10 + 5-1-6 

Perímetro (AABC) = 21 


Clave Se\ 


Resolución 



• Piden: x 

• Dato: a + 0 = 2Cü , AD = 3 y AC = 8 

=> DC = 5 

• Por < exterior, en el triángulo ABC: 

m<BCE = a + 0 

• Del primer dato: m<BCE = 2(0 

• En ADBC: 


Como: m<BDC = (0 y m<BCE = 2co 
m<DBC = CD 

• Luego: ADBC es isósceles 

x = 5 

Clave ,/b] 


Resolución 


H°31 



• Piden el mayor valor entero de: x 4 y 

• Por existencia de triángulos 
En AAEB: x<2 + 3=>x<5 


En ABFC : y<3 + 4=»y<7 
=> x 4 y < 12 

•• (x + y) m áx¡mo =11 

entero 

Clave ycl 
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CUZCAN® 


GEOMETRÍA 


El estudiante debe notar que x e y no 
necesariamente son enteros, pues nos 
piden la suma, la cual debe ser máxi¬ 
ma y entera. 

Como x < 5 e y<7, es cierto que 
los máximos enteros de x e y por se¬ 
parado son 4 y 6 respectivamente, 
pero esto no piden. 

En este tipo de ejercicios, hay que 
analizar cual es la expresión que se 
busca. 


Resolución 



• 2x-l>0=>x> — 

2 


3x-l>0=>x> 


1 


De las expresiones (1) al (V): 

4 Q 

3<x<3 ... (<,) 

Como se indica x es entero, el valor (I# 
x, deacuerdo a la última expresión n 
2 . 

=> AB = 2(2) -1 = 3 
BC = 3(2) -1 = 5 
AC = 6 - (2) =4 


Perímetro (AABC) = 3 + 4 + 5 


Perímetro aABC) = 12 


Clave yfl 


Resolución 


Dato: AB, BC y AC son enteros. 
Primero, las longitudes son positivas. 
. 6-x>0=>x<6 ... (I) 



... (H) 
... (III) 


De la primera expresión, se deduce que * 
x es entero, ya que AC es entero. * 

Por existencia: ❖ 

(3x -1) - (2x -1) < 6 - x < (3x -1) + (2x -1) * 

x<6-x<5x-2 * 

Analizando por separado: ❖ 

. x<6-x=>x<3 ... (IV) ¿ 

4 


6-x<5x-2=>x> : 


... (V) 


Nos piden: x 
Dato: . x es entero 

. a+b+c=9 

Por la observación del teorema 50: 

3x , 0 

— <a + b + c<2x 

2 

Analizando por partes: 

3x 

’ 2 
3x 
2 

a + b + c < 2x 
9 < 2x => x > 4,5 


< a + b + c 

< 9 =s> x < 6 


... (I) 
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... (Ib 


IVOHIAL CUZDANO 


TRIÁNGULOS 


IV (I) y (II): 

4,5 < x < 6 

• • X (entcro) — ^ 

Clave Sa\ 


Piden: x 
Datos: 

AB = 12 > BD = 10 < m<ACB = a , 
m<BAC = 2a y m<DBC = 3a 
Se traza BE , tal que m<EBC = a 


i .tU.UCIÓN 


M° 34 



X => m<DBE = 2a y por ángulo exterior en 

* el ABEC : m<BED - 2a 

. Tenemos entonces: AEBD , AEBC y 

* AABE son isósceles. 

t ABDE : BD - DE = 10 

$ AABE : AB = BE = 12 

t AEBC : EB - EC = 12 

* => x = 10 +12 


| n y + Y = 0 + [3 

=> y = 0 + P — y 


. . x = 22 

Clave y51 



II • P OLUCIÓN 


N° 35 



Piden: x 
Dato: AE=AD 

AEDA isósceles 

=> m<DEA = m<EDA = p 
En A. por teorema 6: 

x + 40° = a + P ••• (I) 
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CÜZCÁN® 


GEOMETRÍA 


. En ACGE: * 

a + p - 40° = 180° * 

=> a + p = 140° ... (II) * 

. Reemplazando (II) en (I): * 

x + 40° = 140° t 

x = 100° * 

Clave ya * 


Resolución 


N°37 


B 



• Piden: x 

• Dato: AB = BC = AC — BD 


=» AABC es equilátero * 

AABD y ACBD : isósceles * 

=> m<BAD = m<ADB = p ; ❖ 

m<BCD = m<BDC = P + x •> 

• En ^7: x + x + = 60° * 

x = 30° * 

Clave yÁI * 


Resolución 


N° 38 



• Piden: x 

• Dato: AB = AC = PC 

• Como: m<BAC = 60° y AB = AC, el 
triángulo ABC es equilátero. 

• Como m<ABQ = 60° =* al prolonga! 

BQ pasará por C. 

=> BC = i y m<BCA = 60° 

=> m<BCP = 30° 

• ABCP: isósceles 

=> m<CBP=m<BPC = 75° 


• ABPC: isósceles 

75° + 75° -hx = 180° 


. x = 30° 

Clave y El 


Resolución 


N° 39 



• Piden el valor entero de x. 
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EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Como m<BAC > m<BCA . por teore¬ 
ma de la correspondencia. 

x > 2 ... (I) 

Luego ; por lo expresado en página 
N° 37 (trazos auxiliares): 



Por ángulo exterior en: 

AEAD : x - a = p - o ... (I) 

ACFD : x - ó = a + C0 ... (II) 

Sumando (I) y (II): 

2x + = P -f -t- 0) 

2x = P + C0 
78° 

. x = 39° 


Se prolonga CA , tal que m<BMC = 0 
=> AMBC isósceles => MB = x 

En AMBA, por ángulo exterior : 
m<ABM = 0 

=> AMBA isósceles => MA = AB = 2 
Por existencia: 

x<2 + 2=>x<4 ... (II) 

De (1) y (II): 2< x < 4 

.. El valor entero de x es 3. 


* Resolución 


N° 41 


Clave yA] 



Clave ycl 

II l S OLUCIÓN CT3 



Nos piden: x 

Prolongamos AT y BL, las cuales se 
cortarán en E. 

En elABCA, por ángulo entre bi¬ 
sectrices (teorema 27): 

40° 

m<BEA = — =20° 

2 

En Í^SFE: 

x + 20° = 90° 


I Mtos: 

1)1 EF ; AB = BC y P + G) = 78° 
:• AABC y =» ADEF son isósceles 


. . x = 70° 


Clave y51 
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CUZCANC 


.GEOMETRIA 


Resolución 


N° 42 



• Nos piden: x 

. En ¿L(MNLA), por teorema 8 
m<LAC + a = 50° + a 
=> m<LAC = 50° 

• En AABC , por ángulo entre 
bisectrices (teorema 26) 

^ 0 ° 

x = 90° - 

2 

. . x = 65° 


Clave yol 


Resolución 


N° 43 


B 



=> m<MAB = (3 + ó = x 
m<BCG = a + 0 = z 

• En ABAC , por teorema 7: 

x + z = 180 G + 40° 

. . x + z = 220° 

Clave y^ ¡ ) 


Resolución 


m°, 44 



• Piden: x 

• Prolongamos QF y x PE , las cuales 
se cortan en L. 

. En k^EFL: m<FLE = 10° 

• En ARPQ , por ángulo entri* 
bisectrices (teorema 27). 


• Piden: x + z 

• Por ángulo exterior, en: 

ABAD : x = (3 + b 
ACFG : z = a + 0 


10 ° = - 

2 

. . x = 20° 


Clave/Hl 
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lullORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Mi tOLUCIÓN 


N° 45 


Resolución Egg 



W teorema 25: 
7 = 90° + - 


y >90° 



Nos piden la cantidad de valores en- * 
teros de x. X 


Luego el triángulo APC es obtusán- ❖ 

• tillo. * 

I. n AAPC como y >90°, AC es el * 

ludo de mayor longitud: ❖ 

=> x>8 ... (i) * 

Por existencia: X 

8-6<x<8+6 * 

2 < x < 14 ... (II) * 

( orno y > 90°, por teorema 21: * 

x 2 > 6 2 +8 2 * 

=> x>10 ... (III) ❖ 

De (I), (ID y (III): t 

10 < x < 14 % 

Luego, los valores enteros de x, son: * 

II, 12 y 13. ❖ 

Clave yc\ * 


• Piden: x 

• Como m<BAC = 2(m<BCA), por el 
criterio indicado en la página 37 (tra¬ 
zos auxiliares): 

• Se prolonga CA , tal que m<BSF = a 

• Luego: m<SBA = a => ASAB y 

ASBC son isósceles. 

=> AB = AS = b y SB = BC = x 

• En ABFC , por ángulo exterior: 

m<BFA = a + 0 

• Se tendrá entonces: 

m<SBF = m<BFA = a + 0 

• ASBF es isósceles 

=> SB = SF 

x = a + b 

Clave yAl 

Resolución ivüE yJI 



• Piden: m<BCA 
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CÜZCAjjgl 


GEOMETRIA 


. Dato: AC = BC y AB = BR. 

=> AABC y AABR son isósceles 
=> m<CBA = m<BAC = 2a 
m<BAR = m<ARB = 2a 

• En ABRC : por ángulo exterior 

m<BCA + a = 2a 
=> m<BCA = a 

• En AABR: 

a + 2a + 2a = 180 c 

.. a = 36° 


Resolución 


N° 48 


Clave y5] * * 


B 



• Dato: AB = BC y AD = CE 

=> AABC: isósceles 
=> m<BAC = m<ACB = x + (3 

• Por ángulo exterior, en AABD : 

m<ADC = x + (3 

=> AADC es isósceles => AD = AC = a 


• Como AC = CE = a => AACE es isós- * 
celes => m<CAE = m<AEC = x !•! 


• Por ángulo exterior, en AAF.C 
x + x = 80° 

. . x = 40° 

Clave yA) 


Resolución 


N° 49 



• Piden: x 

. Dato: AD = BC ; BD = DC y 
m<BAC = m<DBC 

• ABDC : isósceles 

=> m<DBC = m<DCB = x 

• AABC: isósceles => AB = BC = a 
. AABD isósceles 

=> m<ABD = m<ADB = 2x 
. En AABD: 

2x + 2x + x = 180° 
x = 36° 

Clave y^| 


Resolución 


N° 50 


• Del dato: 

m<ADC = 3(m<BAC) = 9x 
=> m<ADC = 9x y 


m<BAC = 3x 


l IHIORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


• Ubiquemos estos datos en el gráfico: 

B 



Del dato: 

BC = CF = a y m<ACF = 15° 

=> m<BCF = 60° => ABFC equilátero 

Luego: AB = BF = a y 

m<ABF = 30 c 
AABF isósceles : 

m<BAF - m<AFB = 75° 

=> 45° + x = 75° 


. Se nos pide: x 
. También es dato: AB = BC = AD 
=> AABC: isósceles 


.. x = 30° 


X Resolución 


N° 52 


Clave /Él 


. lin AADC :m<DAC = 180° r llx 

> m<BAD = 180° - 8x y AB = AD 

> ABAD : m<ABD = m<ADB = 4x 

> m<BDC = 5x 

. I .uego el ADBC es isósceles: 

06 = 60 = /* 

. Como: AB = AD = BD = /=> el trián¬ 
gulo ABD es equilátero 

=> 4x = 60° 


x = 15° 


It l SOLUCIÓN 


N® 51 


Clave ysl 



F 

. Piden: x 



* . Nos piden el menor valor entero de x 

* en función de m. 

* . Dato: BP = PC y AB = AQ = m , don- 

* de m es par. 

* • Se tendrá entonces: 

£ ABQA y ABPC isósceles 

=> m<PBC = m<PCB = ó 
X • Por < exterior en AAQC: 

* m<AQB =. a + ó 

* AABQ : m<QBA = a + <¡> 

=> m<ABP = a 

. Como m<BAP > m<ABP, por t. de la 
.% correpondencia, en AABP : 
í x > a ... (I) 
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CUZCAN® 


GEOMETRIA 


Por existencia: 

m < a -f x ... (II) 

• De (I): a < x 

• Sumando m + a<a + 2x 

=> m < 2x 



• Como es par 


X : 1,1 j. 1 

(menor entero) ^ ' A 


Clave yel 


Resolución 


N° 53 



. Dato: AN = NM = MC => AANM y 
ANMC: isósceles 

• ANRM: x + p + <(> = 180° ... (I) 

• fc^NBM: 2p + 2<¡> = 90° 



* o) ó a, representan la medida del 

* ángulo entre 5* 2 y Y 2 . 

* Resolución Mm 

* En este ejercicio, los puntos P y Q están 

* en AC , pero no indican el orden, dadn 

* las condiciones, se obtendrá lo siguiente 



.> • Piden: x 

* . Dato: AB = AP ; CA = CQ y 

* m<ABC = 100° 

=> AABP y AQBC son isósceles 

* => m<ABP ^ m<APB = p 

m<QBC = m<BQC = 0 

* 

♦ • En AQBP: x + 0 + P = 18O° ... (I) 

* • En AABC : por teorema 7 


=* P + <|> = 45° 

En (I): 

x + 45° = 180° 

x = 135° 

Clave Te] 


20 + 2p = 180° +100° 

=* 0 + P = 140° 

Reemplazando en (I): 

x +140° = 180° 

.. x = 40° 

Clave SE 


Itlll ORI AL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


H i mi.UCIÓN 1 


B 



. I’ulen: x 

. I n AAPS: a+ 9 + 50° = 180° 

=> a + 0 = 130° 

=* m<TAS = a +0 = 130° 

=> m<BAC = 50° 

. I n AABC por ángulo exterior: 
x = 50° + 60° 

. x = 110° 

Clave 7c1 

II ■ SOLUCIÓN 


N° 56 



Piden: x 

Dato: AB = AC y EB = BH = a 
a aARC. u aFRP son isósceles 


• Sea m<CHD = y => m<ACB - x + y 

=s> mcABC = x + y 

• También: m<BEH = m<BHE = 0 

• En AEBD: 

x+x+y+0= 180° 

=> 2x + y + 0 = 180° ... (I) 

• Como: m<AHB = 90° 

• => 0 + y = 90° 

. En (I): 2x + 90° = 180° 

x = 45° 

Clave y51 

resolución!^ 



Por dato: CP = AB + BC 
Ubicamos E en CP tal que CE=b 
ACEB : isósceles (CB = CE) 

=> m<CBE = m<CEB - 20° 

Se tendrá ahora: AABE es isósceles 
=> AB = BE = a 
En AFRP : isósceles 

=> m<EBP = m<EPB = x 
Por ángulo exterior: 

x + x = 20 c 

. . x = 10° 













































CtfZCAN© 


GEOMETRIA 


Resolución 



• Como m<ACB = 2<|> , se traza CM tal 
que : mcACM = m<BCM = <¡> 

• En ACMN , por teorema 27 (ángulo en¬ 
tre bisectrices). 

m<CMN 


m<CBN =- 

2 

=» x - m< CM N 
2 

=> m<CMN = 2x 
Por teorema 25, en AABC : 


m<AMC = 90° 4 


m<ABC 


=> m<AMC = 90° 4- x 
Finalmente: 90° 4- x 4 - 2x = 180° 


x = 30° 

Clave /K\ 


Resolución | 



Piden, ^(máximo entero) 

. Dato: AF = BC-6 

m<FAC = 2(m<HBC) 

• En Í^HBC: m<BCH = 90°-a 
. En AAFC: 

m<FAC = 2a y m<ACF = 90°-a 
=> m<AFC = 90° - ex 
=> AAFC: isósceles => AF=AC=6 

• En AABC , por existencia: 

x<6 + 6=> x<12 

* X (máximo entero) 

Clave yílj 

Resolución 

B 



• Piden: x 

• Por ángulo entre bisectrices (teorema 
25), en AABC : 

m«APC = 90° + ^ 

2 

2y = 90° + 2<t> 

=> y = 45° + ó 

• En ASQP , por ángulo exterior 

X 4- <J) = y 

=> x + (t) = 45° 4- ó 

x = 45° 
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Clave yf>l 


llillOKIAL CUZCANO. 


.TRIANGULOS 


t 





Ki SOLUCIÓN 


N° 61 



• Por ángulo exterior: 

m<BCD - x - 20 

• AABC: isósceles 

=> m<BAC = m<BCA = x - 20 
. ABDE , por ángulo exterior: 
m<BEA = x 4 - 0 

• AABE: isósceles 

m<ABE = x 4- 0 
x-20 + x + 04-x + 0 = 180° 

=> 3x = 180° 

.. x = 60° 

Cjaye^D] 

II (SOLUCIÓN 


B 



• Nos piden la cantidad de valores ente¬ 
ros para x. 

• Se trata de un problema algebraico, 
analicemos todas las restricciones 


1 Parte | 1 | 


En: Vx 2 -1 => x 2 -l>0 
x e -1) u (1; °°) 


... (I) 


• También aquí, esta contenido, la con¬ 
dición: AC>0. 

• Pues AC es longitud de un lado. 


1 Parte 1 II [ 

• Por existencia: 

3-2 <Vx 2 -1 <3 + 2 

l<Vx 2 -l <5 

• Resolviendo por partes: 

Vx 2 -1 <5=*x 2 -1<25 
x 2 < 26 

=> xe(-V26;V26 


l<Vx 2 -l =>l<x 2 -l 


2 < x 2 

xe|-;-V2 )u(72;«.^ ... (III) 
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cuzcXwa 


. GEOMMI 


De (I), (IJ)y (III): 


< 

p—-- 

——j 

f ?-] 



1 

tr? ?- 



<• 

<• 

❖ 


CS. x e (-726;-72)u(V2;726) 

• Como x , debe ser entero por condi- 
ción, los valores de x son: 

{-5;-4 ;-3 ;-2;2 ;3 ; 4 ;5} 

Clave yf ¡| 

Resolución 

B 



mu 

(IVI 


Como a > 0 y a > (J (pues „ -M|«| 
0 < 60° y P < 60°) 

(> 9, ( >4 => (>9 

•> 

<• • En AABCD, por teorema 41 

$ ¿ + ¿>4 + 9=* ¿>6,5 

♦ * De (I), (II) (III) y (IV): 

5: ii <¿<i3 

:• • Formando, la expresión que se 
> Pide: (2¿ + 13) 

í =» 35<2¿ + 13<39 

35<perím (AABCD)< 39 

• Por lo tanto el menor valor del perfm* 
tro es 36. 

Clave yq 

Resolución 


• Piden el menor valor entero del perí- * 

metro de ABCD * 

Perím ( abcd) = 2¿ + 4 + 9 = 2¿ +13 ♦ 

Lo que debe ser entero es el perímetro í 
como se indicó en el problema 31, (, 
no es necesariamente entero” * 

• Por dato: £ + ( + (>33 ❖ 

¿>ll ... (I) * 

• Analicemos mas restricciones * 

•> 

• En AADC , por existencia t. 

9-4<(<9+4 * 

5<¿<13 ... (II) * 



Nos piden el mayor' valor entero d« 
(2x — 3) 

Sea: E = 2x-3 ...(I) 

Por existencia: 

21-7<x <21 + 7 
14 < x < 28 

Formando la expresión (I). 

Multiplicando 2: 

14(2) < 2x < (28)2 
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TRIANGULOS . 


CUZCANQ. 


ndo: 3 


* Resolución 


N® 66 


28-3<2x-3<56-3 
25 < E <53 


F = 

(máximo entero) 


Clave ys\ ❖ 


Rmn ucióN 


N° 65 



• Pulen x * 

❖ 

. 'km m<BAC = 4a =>m<BCA = 2a [dato) * 



Piden: x 

Dato: a-0 = 2O° 

En x + 90° = a + <> ... (I) 

En ^BHC: x + 0 + <j> = 9O° ... (II) 

Sumando (I) y (II): 

2x + <)> + 0 + 90° = 90° + a + <j> 

=> 2x = a^_0 
20 ° 


. ( Orno BQ y BP son bisectrices: 

=> m<QBP = 90° 

• Se tendrá entonces: 

m<BQC = a 

• Se traza BS tal que: 

m<QBC = a 

• Luego: 

ASBC : isósceles => SB = 7 
AQSB : isósceles => BS = SQ = 7 
ASBP : isósceles => SB = SP = 7 

.. x = 14 

Clave ye] 


. . x = 10° 


Resolución 


N° 67 


Clave yp] 








































CBZCAÑS 


• GEOMHlll 


• En /LADBC: 

m<ADB = x + 5x + x = 7x 
=> AABD es isósceles => AB=AD=/ 
MBCes isósceles, pues AB=AC 
=> m<ABC=5x 

• En AABC: 5x + 5x+8x = 180° 

=* x = 10° 

• Como nos piden m<ABD : 

=> m<ABD = 4x = 40° 

Clave /c\ 

Resolución ~ 


N° 68 



En AABC , por teorema 26: 
m<AEC = 

2 

En OPBQE, por corolario 1 del teore¬ 
ma 6: 

x + 90° -| = 180° 


x = 90° + 


0 


Clave /c] 


Resolución 


N° 69 



De los datos AB = AM = BQ y como 
m<BAC = 60° => al trazar BM , «i| 

AABM resulta ser equilátero => BM „ 
y m<AMB = 60° 

También: AMBQ : isósceles 

=> m<BMQ = m<MQB = x +10° 

Finalmente: 

60° + x +10° + x = 180° 

x = 55° 

Clave. 

í Resol ución | 

B 


N° 70 



Piden el mayor valor entero de x. 

De los datos se tiene: AABP, ABPQ 

APQR, AQRS, ASTR y ASTC: son 
isósceles 



Se cumple: 
P < 90° 


nmiHlAL CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 


* *• 1 podría plantear ello en cada trián- 
ijuln isósceles, pero la expresión que 
Minlicne a todas las restricciones, está 

» «i 4*1 AABP : 

6x < 90° => x < 15° 


Asi tenemos, los triángulos: 



8 6 4 2 


v =14° 

(máximo entero) 


Clave yEl 



l*oi dato: a y beZ + 

2a -f b =18 => p = 9 

perímetro(2p) 


Nos piden la cantidad de triángulos 
• on esa característica. 

Por corolario del teorema 15 de exis¬ 
tencia: 

a < p => a < 9 ... (I) 

b < p =» b < 9 ... (II) 


Clave yol 



^x w hinw » ü « i v- > . i >7 g» ws. •■»: 


está considerando el segundo 
triángulo , como caso particular ; ya 
* | que la definición no excluye este caso. 


? Resolución 



l.nnbién: 

b < 2a b -i- 2a < 2a + 2a 


* . Pide: x 

❖ • Dato: a + b = C0 


18 < 4a 

=>f<a ...(III) 

De (1) y (III): | <a<9 

1 os valores enteros de a, son : 5, 6, 7, 
8 para cada valor de a, se obtiene un 
valor de b, pues el perímetro es 18. 


Por teorema 4, en: 

AACEP: x = a + 2a + 2n 

... (i) 

VBFDP: x = b + 2(j) + 2m 

... (id 

Sumando (I) y (II): 


2x = a + b + 2(a + b + m + n) 

.. (ni) 

En /^MCNF, por teorema 6: 


a-Mj>+m + n = a + b 

.. (IV) 
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CUZCAN& 

• En (III): 


GEOMETAll 


2x - a 4 b + 2(a 4 - b) 
> 2x = 3(a4_b) 

L ~ST 

X = O 00 
2 




Clave /r] 


Resolución 1 


Por ángulo exterior: 

m<AiE = mdEA = a + 0 

=> AEIA es isósceles 




(I 

(II) 


Es decir a 4- b = 11 y m + n = 13 
Por existencia en: 

: x < a + n 

ABQP : 10 < b + m 
Sumando (I) y (H) : 

x + 10 < a + b + m + n 

11 "IT 

=> x <14 

^(máximo entero) 13 

__ Clave yqf 

Resolución 


=> AI = AE = b 

• Se prolonga CA y se traza BS tal 
que : 

m<ABS = a => m<BSA = a 

• ASBC : isósceles SB = BC = a 

• AABE : isósceles => SE = SB 

x + b = a 

x = a - b 

Clave /R] 



Piden: ^(mínimo entero) 

Dato: n > m 

Por teorema de la correspondencia. 
18°>162°-x => x > 144° 

X (mínimo entero) ~ 145° 

Clave Jk\ 
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IHIIORIAL CUZCANQ 


TRIÁNGULOS 


11 SOLUCIÓN 


N° 76 



* • Por existencia en: 

t APSQ : PQ < PS - SQ 

* AASC: AC<SC + AS 

* => PQ + AC < (PS - SC) + (AS 4- SQ) 

t PQ + AC < PC 4- AQ 

Clave y§1 

* Resolución I 


Dato: “a” es entero y p > 0 

Como p<0=>p + 5>0 + 8 

En AAFD, por teorema de la corres¬ 
pondencia: 

x4-3>a => x > a - 3 


X (mínimo entero) ® ^ 


Clave ¿B¡ 


La condición para “a ” es que 
sea mayor que 3. 


Resolución 




• Piden x en función de 0 . 

• Por ángulo entre bisectrices, para el 
AABC (teorema 27). 

2$ = ^^y = 2<j) 

• En AADE : 0 = a + <t> 

• En /><]: x4-0 = cx + 2(j>=>x = a + <j> 

x = 0 


Clave yW\ 


Resolución 


PC. 
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CÜZCAM® 


. GEOMETRÍA 


• Nos piden la suma de todos los valores 
enteros de x. 

• Analicemos todas las restricciones: 

• En Vl6- x 

==>16-x>0=>x<16 ... (I) 

• Cada lado tiene longitud positivo AC y 
BC ya lo son, garanticemos para AB: 

5- Vi 6 -x >0 

=> 5 > Vl6 - x =>x + 9>0 

x > -9 ...(II) 

• En AABC , se tiene BC > AB ; por exis¬ 
tencia: 

BC-AB<8<BC + AB 
2Vl6 - x < 8 < 10 

• Analicemos solo: 2Vl6 - x < 8 ; ya que 
8 < 10 , siempre se cumple: 

2jl6 - x < 8 

=>x>0 ...(III) 

• De (I), (II) y (III); 

0 < x < 16 

• Los valores que puede tomar x, son: 

1,2,3,...15 y 16 

• Como nos piden la suma, por teore¬ 
ma: 

s = U + 16M16) = 136 

Clave 7P| 


❖ Resolución 



❖ • Piden x: 

•> • Dato: AD = AB + BC y BC = CD 
•> • Ubicamos E en AD tal que: 


X ED = DC = a => AE = AB = b 

* • Como mcEDC = 60° y ED = DC > «I 
X triángulo EDC es equilátero EC n 
t * Como EC = CB => ABCE : isósceles 

* • En ABEC: m<AEB = m<ABE = 55" 


X • En ABCE: m<CEB = m<EBC = 65' 
X => x = 55° + 65° 

* .. x = 120° 



X * Piden x en función de 0 
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IIHIORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


• Va mediatriz de ÁB 
\ABC isósceles (AB = BC) 

> m<BAC = m<BCA = 90° -- 

2 

* ( orno CD es bisectriz del <ACB 


m<ACD = m<BCD = 45° - 0 

4 

• l:.n 

X + 90° = 90° - - + 45° - - 
2 4 

x = 45° - ~ 0 
4 

Clave yH 


II l SOLUCIÓN 


N° 82 



• Nos piden la cantidad de valores ente¬ 
ros para x. 

• Dato: a + b=10 

m + n = 4 

• l .n AAQC , por existencia: 

x < a + b => x < 10 ... (I) 

» ('orno a >90° y (3 >90°, 

I n MFC: x > n + b 
AAEC : x > m + a 


* • De (I) y (II) se tiene: 

¿ 7 < x < 10 

* • Los valores enteros de x son 8 y 9 


Clave ye] 


Resolución 


N° 83 



v • De acuerdo a los datos 

* m«BAC = m<BCA - 70° => AB = BC 

* • Prolongamos ÁQ y trazamos BF tal 

* que m<AFB = 70° (pues m<BAQ = 40° y 

* m<BQF = 70°- ver criterios de trazos 

* auxiliares) 

* AABF : isósceles AB = BF = a 

* . Como mcCBF = 60° y CB = BF=a=* 

* ACBF es equilátero => CF = a y 

* m<QFC = 20° . 

* • AFQC isósceles 

t => m<FQC - m<QCF = 80° 

* =* m<BQC = 70° + 80° 


=> 2x > m + n + a + b * 

"~~4 "nT * 

=> x > 7 ... (II) * 


m<BQC = 150° 

Clave >/Cj 































CPZCAM® 


GEOMETRIA 


Resolución 


N° 84 


B 



• Partimos asi: se traza MQ tal que * 

m<MQC = 30° => AQMC es isósceles X 
(QM = MC = a) y m<QMB = 60° y ♦ 
como QM = MB => AQBM es equiláte- * 
ro => BQ = a y m<BQA = 90° X 


• Luego: * 

k^AQB: isósceles => AQ = QB = a * 


• Como AQ = QM => AAQM es isósceles: * 

❖ 

x + x = 30° * 

x = 15° t 



• Piden que analicemos que tipo de trián- * 

guio es PQR * 

• En ABAC , por ángulo entre bisectri- * 

ces: * 


m<BFC = —- BAC 
2 

=> m<BAC = 2(m<BFC) 

2S 

En AFQB : x = ó + a 

En-^: y + a = ó + 2a 

=> y = <j> + a 
Luego: x = y 

APQR es isósceles 

Clave yjQ 


Resolución 


N° 86 



Dato: AABC isósceles (AB = BC) y 
APQR equilátero 
Por ángulo exterior, en: 

ARQC : x + 60° = p -f (J) 

AARP : x + ó = 60° + a 
=> 2x + = p + a + 

=> 2x = a + p 

x = H+l 
2 
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Clave 751 


lliituitlAl CUZCflNO. 

ff • *•»! II C1ÓN na 


. TRIÁNGULOS 



• Nos piden la variación de x. 

• Del teorema 42 y 50: 


5 + 6 + 7 


Dos mayores 

<x + 2x + 3x< 6 + 7 


3 13 

=> — < x < — 

2 6 


• d) 


Pero no es la única restricción, verifique¬ 
mos, por existencia. 


. Piden x + y + z en función de (j> . 

. I n la región sombreada (teorema 29): 

x + z o 

y = ~2~ = * X + Z = 2y ••• (0 

• Sea M = x + y + z 

• Reemplazando (I), tenemos: 

M = 3y ...(ID 

—> —> 

('orno AE y CE son bisectrices de los 
ángulos BAC y ACB, por teorema 25: 

y = 90° + — 

2 


AAOB 

AAOC 

ABOC 


2x-x<5<2x + x 
3x-x<7<3x + x 
3x - 2x < 6 < 3x + 2x 


De (II), (III) y (IV): 

7 7 

- < x < — 

4 2 


Por teorema 41: 

x + 3x < 6 + 5 
x + 2x < 6 + 7 
2x + 3x < 5 + 7 


En 


M=3[90° + | 

M = 270° + —<j> 
2 


De (a), (p) y (0): 


12 


Clave yX\ 


RESOLUCIÓN 


N° 88 



Finalmente: 


Es decir: 


x < 


7 13 

T <X< T 
4 ó 


1,75 < x < 2,16 


...(ID 

...(HI) 

...(IV) 

...(V) 

...(a) 

•••(P) 

...( 0 ) 

...(VI) 


Clave 7Á1 
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CÜZCAN© 


GEOMETRÍA 



• Dato: a + b + c + d =518° * . 

• En Í>ABCD: d = a + <¡> + n ... (I) * 

• En <^HEFG: b=P+0+m ...(II) t 

• Sumando (I) y (II): * * 

b + d= a + P + <j) + 0 + m + n ... (III) ❖ 

. En£>: * • 

m + n = 180°-a + 180°-b ••• (IV) * • 

• Reemplazando (IV) en (III): * 

b + d = a + p + <¡> + 0 + 360° - a - b 

=> a + b + c + d= oc + P + <|) + 0 + 360° * * 

518° t 



Nos piden: x 

Dato b toma su mayor valor entero 
Analicemos b: 

a-b>0°=>a>b ... (|) 

3b - a > 0° => 3b > a (||) 

• a + b + a-b+3b-a = 180° 

=> a + 3b = 180°. (i||; 

En (I): a > b => a + 3b > b + 3b 

T§0^ 

=> 45° > b ...(a) 

En (II): 3b > a ^ 3b + 3b > a + 3b 

'Tso^ 

=> b > 30°.. (p) 

De (a) y (b): 30° < b < 45° 

Luego del dato: b = 44° 

En (I): a + 3(44°) = 180° => a = 48° 
En AAED , por ángulo exterior: 

0 = 8° + a + b 

0 = 8° + 48° + 44 => 0 = 100° 


Del gráfico: 



Por teorema 6: 

x + 4° = 80° + 80° 

. . x = 156° 
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Clave yfíl 


IIIITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


1(1 SOLUCIÓN 


N° 91 



Piden oc -h <t> 

In AMCL : a + + x = 180° 

AFCE y AABC: isósceles 
También: x + p + 5 = 180° 

Por teorema de las paralelas: 
x = p + <¡> 


(I) 

(II) 


Se prolonga CD y se traza BF tal 
que BF = BC = a => m ¿BFC = P y 
m<FBA = 90° - 2p 

Se tendrá luego BF = BA = a 

=> m<BFA = mcBAF = 45° + p 

=* m<DFA = 45° 

Como: 

m<DFA = m<ADF => AF = AD = a 
AAFB : equilátero => 45° + p = 60° 

=> P = 15° 

.-. a = 30° 

Clave y&\ 


Resolución 


N° 93 



IC» SOLUCIÓN 


N° 92 



Nos piden a 

(lomo AB = BC => a + P = 45° 


Nos piden: x 

Por dato: ÁJ//PB y CJ//QB 
=> APAB y ACBQ : isósceles 
=> AP = AB = 8 y CB = CQ = 10 
=> x = 8 + 9 + 10 

. . x = 27 

Clave y51 


... (I) 
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GEOMETRIA 



• Piden: x 

• Dato: <¡>-p = 10° 


* • Dato: 0-2p = 12° 

❖ 

* • Del dato: 0 = 12°+2p 


* AABC:3a + (12° + 2p) + p = 180° 

t 0 

* a + p = 56° 
l • Í\HBR: x + 56° = 90° 

* ••• x = 34° 

Clave SXf 


Resolución 


N° 96 


• ABCD es equilátero 

• AABC isósceles (ABC = BC) 

=» mcBAC = mcACB = x + p 

• En la parte sombreada ): 

X + P + P = x + 60° 

=> P = 30° 

• Del dato: <(> — p = 10° <f> = 40° 

• En AABD: 

x + x + 60° + <j) = 180° 

. . x = 40° 

Clave 751 


Resolución 


N° 95 




t • Dato: AB=AD y AC = BC 

* AABD y ADBC: isósceles 

* • En AABD: 3a + x'= 180° 

* • En ABCD : x < a 

* => 3x < 3a 

* 4x < 3a + x 

* ^80° 

❖ x < 45° 

* El mayor valor entero de x es 44". 

Clay^ 
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M> vtll.UCIÓN 


N° 97 



• "iden el menor valor entero del perí- ❖ 
metro de A ABC . * 

Perím AABC = 3x * 

1 n AADC , por existencia * 

l. f >-8<x<15 + 8=>7<x<23 
( °mo: (3 > 90° x > 15 
Por teorema 21: 

x 2 > 8 2 +15 2 => x > 17 
De (I), (II) y (III): 

17 < x < 23 
51<3x<69 
51 < perím UABC) < 69 

El menor valor entero del j 
metro de aABC es 52. 

Clave Te) 


... (I) * 
- do * 

dio * 


Mi SOLUCIÓN 


N° 98 



Piden: x 

Dato: 2p - 20 = 112° 

=> P - 0 = 56° 

Como BE es bisectriz exterior: 

m<FBE = m<EBA = p + 0 
También: m<HBA = p + 0 - y 

En E^HBA, por ángulo exterior: 
2p = 90° + p + 0 - y 
y -f P - 0 = 90° 

=> y = 34° 

Como: x + y = 180° 

. . x = 146° 


Clave ya 


Resolución 


N° 99 



Dato: ED = DC = BC 

Como m<EDC = 60° y ED = DC, al 
trazar BC , el triángulo EDC es 
equilátero =>EC = á y m<BEC = 80° 

AEBC isósceles: 

. . x = 80° 


Clave Tñl 
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• Nos piden la cantidad de valores ente- * 

ros de x. ❖ 

• Dato: a + b = 20 ❖ 

• AABC: existencia * 


ll,5-3,5<x<ll,5 + 3,5=>8<x<15... (I) * * 


• Por teorema 41: * 

a_+_b < x + 11,5 => 8,5 < x ...(II) * 

20 * 


• De (I) y (II): * 

8,5 <*<15 * 

• Los valores enteros de x son: 

{9;10;11;12;13;14} * 

ClaveyAl 

Resolución 


A 



. Dato: 2oc - 2(3 = 140° 

==> a-(3 = 70° ... (I) * 


• Como BF es bisectriz de <CBS : 

m<SBF = m<FBC = a + (3 
. En t^BFC: 

x - 2(3 + a + (3 = 90° 

=> x + a - (3 = 90° 

^ 70 ^ 


Resolución 


N° 102 


x = 20° 

Clave ySl 



• Piden el mayor valor entero de PC. 

• Dato: a-fb = ll 


• Por existencia en: 

APBC: x < a + 4 ... 0) 

AAPC : x < b + 5 ••• (II) 

• Sumando (I) y (II): 

2x < a + b + 9 

=> x < 10 

11 

• Por lo tanto el mayor valor entero de * 
es 9. 


Clave y 1)1 


Resolución PvfcJ E3| 
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IIHTORIAL CUZCANQ 


TRIÁNGULOS < 


Piden: x 

Dato: AM = BC y BM = MC 
Se traza BN , tal que m<BNM = 72' 
> ANBM y ABCM isósceles 
=> NB = BM = MC = a 
ANBC : isósceles => i - a + b 
Como AM = i y NM = b => AN = a 
AANB : isósceles 


Resolución 

B 



x + x = 72° 

x = 36° 


Clave Sb] 

HI SOLUCIÓN 

B 



. Nos piden el mínimo valor entero de x 

. Dato: a > P 

• Como 

AB = BC => m<BAC = m<ACB = a + 0 

. Como a > p => a + 9 > P + 0 , en el 
AAFC , por teorema de la correspon¬ 
dencia. 

x + 3>10=>x>7 

_ n 

^(mínimo entero) ” ® 

Clave ycl 


* . Nos piden la medida del menor ángulo 

* interior del AABC . 

* . Dato: AABC escaleno , x<74°, 

* y < 74° y 3a < 74° 

* x , y, (3a) e Z + 

* 7(3 + 8p = 180° =$> P = 12° 

* 74° 

* • Del dato: 3a < 74° a < 

* • En AABR : x + a = 96° 


* • Como: a < 


74° ^ 
3 ^ 


74° 

x + a < — + x 
96° 3 

71,3° <x 


* . Del dato: 71,3° <x <74° 

* . Los valores enteros de x son 72° y 73° 

* con ello tenemos los siguientes trián- 

* gulos: 



• El único triángulo escaleno es el se¬ 
gundo, ya que el primero es isósceles 

Por lo tanto la medida del menor ángulo 
es 38°. 

C* 1 '«t fr* I 
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GEOMETRIA 


Resolución 


N° 106 


* Resolución 


N° 107 


M 



Nos piden el mayor valor entero de x 
Dato: a > b y m < n 

En APQR y AMNP : 

x>68°30' ax>58°30' 

=>x> 68°30' ... (I) 

Por teorema de la correspondencia: 


B 



Nos piden: p 

Como AÍ y ÁQ son bisectrices 
=> m<QAI = 90° 

En AABC , por ángulo entre bisectricei 
(teorema 25) 

m<AIC = 90° + ^ = 90° + ó 

2 

=> m<AlQ = (j> 


- a >b=>180°-x > 58°30' 

=> 121°30' > x ...(II) 

- m < n => x - 68°30' < 180° - x 

=s x < 124°15' ...(III) 

. De (I), (II) y (III): 

68°30' < x < 121°30' 

v —191° 

*• A (mayor entero) 

Clave ycl 


* • En t^AIQ: como QP es bisectriz 

* => m<IQP = m<PQS,= 90° - <j) 

* => m<AQI = 2<j) 

* • En fc^AIQ: <t> + 2<t> = 90° 

* <!> = 30° 

Clave ycl 


Resolución 


N° 108 


Tenemos la ecuación: 


x 3 - 7x 2 + 12x - nx 2 + 7nx - 12n = 0 

Por dato las raíces representan las lon¬ 
gitudes de los lados de un triángulo 
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tllIOHIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


N«>‘, piden la suma de los valores ente- 
ios de n. 

I ii( torizando: 

x(x' ; - 7x + 12) - n(x 2 - 7x + 12) = 0 

= 0 

(x - n)(x -3)(x - 4) = 0 
I as raíces son: n, 3 y 4: 


Por existencia: 
l<n<7 



* . En AABD: 

l 3x - 2y + 3x + 2y + 4y - 3x = 180° 

* => 3x + 4y = 180° 

* . En (I): 3x + 4y > 2y + 4y 

* "~ 180 ^ 

* 30° > y ...(a) 

t . En (II): 4y+.4y >3x + 4y 

:> ^8Ó°^ 


. Los valores entero de n, son: !■. . ^ y 


45°. m 
V>— -m 


( 2 , 3; 4; 5; 6} 


— < y < 30° 

2 


S = 2 + 3 + 4 + 5 + 6 * 

* • Por lo tanto el menor valor de y, múltiplo 

S = 20 * de 3 es 24°. 

ciave ya * 


Clave ysl 


II i SOLUCIÓN 


N° 109 


? Resolución 


N° 110 



D 


Nos piden el menor valor entero de y 
múltiplo de 3. 

I )el. gráfico, tendremos las siguientes 
restricciones: 

3x - 2y > 0 o => 3x > 2y ... (I) 

4y - 3x > 0 o => 4y > 3x ... (II) 



De los datos:_AB = BC = PC 
Se prolonga AB y se traza CE tal que 

m<AEC = 80° => ABCE y 
AQEC : isósceles EC = QE = a 
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CUZCAN© 


GEOMETRIA 


Como m<PCE = 60° y PC = EC=> el 
APCE es equilátero. 

=> PE = a y m<QEP = 20° 

Como: QE = EP => AQPE isósceles 
=> m<EQP = mcQPE = 80° 

50° + x = 80° 


De la observación: 

x + 0 + a + ó + 5 = 180° ... (I) 

En AAMC y AANC : 

38 + 30 + a+ 0 = 180° .. (II) 

3$ + 3a + 5 + 0 = 180° ... (III) 


.. x = 30° 

Clave ycl 

Resolución > i ^ 



• Piden: x 





• En el gráfico se cumple: 
a + b + c + d + e = 180° 

VmMl'iaciw: 

<BDFE: m<DFE = b + d + e 
A ACF: a+c+d+e= 180° 


l • Sumando (II) y (III): 

* 4(5 + 0 + a + ó) = 360° 

* => 5 + 0 + a + (J> = 9O° ... (|V) 

* • De (IV) y (I): 

* x + 90° = 180° 

* x = 90° 


Resolución 


N° 112 


Clave yA) 



* • Nos piden: x > 

* • Dato: p + <¡) = 0 

* • Como: x + a = 90° => m<RFM = x 

* • APQR : por ángulo exterior 

* m<LRQ = p + b => m<LRQ = 0 

* 'IT 

* • AFMR: x + x = 0 

? 0 

* .'. X = — 

* 2 

Clave yB 
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II l SOLUCIÓN 


N° 113 



. I )ato: m<ABC + mcACB = 100° 
=> m<BAC = 80° 

• ('orno ÁP es bisectriz 

=> m<SAP = m<CAP = 50° 


In ^AHP: x + 50° = 90° 


. . x = 40° 


H> SOLUCIÓN 


N° 114 


Clave ycl 


11 



• Piden: x 

• Dato: CD = L y a + 0 = 2(3 


* • Por ángulo exterior en: 

* • AABC : m<SCB = a + 0 

* => m<DCS = 2(3 

* • AADC: m<CAD + p = 2p 

=> m<CAD = p 

* => AADC : isósceles 

* x = L 

Clave yAl 



$ • Dato: AB + BC - AC = k 
* • En ÍSwABC: 


* m<BAC = m<HBC = 2p 

* m<ACB = m<HBA = 20 

* • Como: m<ANB = m<ABN y 

* m«NMB = MBC 

.j. => AABN y AMBC : isósceles 

* => AB = a + x y BC^b-fx 

* • En el dato: 

* (a + x) + (b + x) - (a + b + x) = k 

* x = k 

Clave yAl 
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GEOMETRIA 


Resolución 


N° 116 



• En la región sombreada, de la obser¬ 
vación del problema 111 . 


x + 6+ y + <¡> + a = 180° ••• (I) 

• En AEBC y ABDC : 

3ó + 2a + e = 180° ...(H) 

3y+ 20 + a = 180° ... (III) 

• Sumando (II) y (III) : 

3(0 + y+ <¡) + a) = 360° 

=> 0 + Y+<j) + a = 12O° 

• En (I): x + 120° = 180° 

x = 60° 


Resolución 


N° 117 


Clave yñj 



¿ • Piden el valor entero de x 

* • Como: C e ÁQ => a > b 

* ' ^CQ por teorema de la correspon 
¿ dencia: 

: b < a => x < 46° ... (|) 

* • AQAD : isósceles 

=> m<QAD = m<ADQ = 134° - x 

* • También se cumple ( por teorema 17 

* 134° - x < 90° => 44 ° < x ... (i,, 

* • De (1) y (II); 


* 44° < x < 46 

• El valor entero de x es 45 °. 

Clave yflj| 


Resolución | 


N° 118 


Analicemos las proposiciones: 



• En MIC : p > a => IB > ÍC 
La proposición es verdadera. 



MHIORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Sea: p = 


a + b - 


En AABM y AAMC : 
x < b + n 
x < c + m 
2 x<b + c-í-m + n 
a 

a -r b + c 

2 

x < p 

La proposición es verdadera. 

Si un triángulo es isósceles, este pue¬ 
de ser acutángulo, rectángulo u 
obtusángulo, asi tenemos:* 


x < 


• En la región sombreada, por teorema 6 
x + 90° = 180° - a + p 


x = 90° + p - a 


• En ^: 

x + p = 40° 4- a 

• Sumando (I) y (II): 

. 2x -130° 

.. x = 65° 


- (I) 

- (ID 


Resolución 


N° 120 


Clave yiÉI 



II»SOLUCIÓN 


N° 119 



Nos piden x en función de ó 
En <£ por teorema 29:. 



En AABM , por ángulo entre bisectrices 
(teorema 26): 

y = 90° - ^ 

2 

En (I): 

x = 45° + ^ 

4 


Nos piden: x 


Clave ycl 
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Resolución 


N° 121 



. Dato: MN = 8 

• Por ángulo entre bisectrices, en el 
AABC (teorema 27), en AABC: 

mcAEC = — ABC 

2 

=> m<ABM = m<MBC = 2p 

• Como EN es bisectrices del <AEC 

m<AEN = m<NEC = p 

. En AAEN : a = 0 + p 

• En.Af: 

0 + 2p = p + p=¿>p = 0 + p 

• De (I) y (II): 

a = P => AQMN : isósceles 

x = 8 

Clave ysl 


(I) 


(II) 


Resolución 


N° 122 


B 



• Piden: x 

• Como: AB = AE y m<BAE = 60° => AAMI 
es equilátero => BE = < y m<AEB = 60 

• AEBD : isósceles 

. Se tiene: x + 20 = 18O° ... (I) 

. También: 0 4- 20 4- 60° = 180 c => 0 = 40‘ 

. En (I): x + 2(40°) - 180° 

. . x = 100° 

Clave ycl 


Resolución 


N° 123 



Nos piden: x 
Dato: x + y = 180° 

En Z2. DFEA, por teorema 6: 

x + y = 4p 4 -4O=>P + 0 = 45° 

180° 

En AABC por ángulo entre bisectricui 
(teorema 25): 


z = 90 c + 


... di 


En la región sombreada (teorema 6) 
x + z = 5p -f 50 

=> x + 90° + ~ = 5 ((3 + 0) 

^45°^ 


. . x = 90 c 


Clave ye 1 


1 IITDR 1 AL CUZCAFJO 
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II» SOLUCIÓN 


N°124 


B 



• Piden: x 

. Dato: a-b = f y QE//ÁC 
. Por ángulo entre paralelas: 

m<QEA = P y m<CEP = 0 

. \CPE y AAQE : isósceles 

AQ = QE = a y CP = PE = b 
=> x =a-b 

Clave yA] 


l(K SOLUCIÓN 


N° 125 



. Piden: x 

• Dato: AB = BC 

. I n AAPC: x + 45° - 0 = 180 c 

rr>X = 135° + 0 ... (I) 


• Se prolonga AP (m<BPE = 90° - 0) y 
se traza BS tal que m<BSP = 20 

=> AABS y => APBS son isósceles 
AB - BS = PS = ( 

. Como PS = BC y APEC isósceles 
=> BE = ES => ABES : isósceles 
=> m<EBS = 20 


. m<PBS : 30+ 20-90°-0 
=> 0 = 15° 

. En (I): x = 135°+ 15° 

. . x = 150° 

ciave yin 


Resolución 


N° 126 


B 



Analicemos “a” para ello encontremo el 
menor intervalo para “a”. 

• Por existencia: 

2a-a<8<2a + a 
3a — 2a < 10 < 3a + 2a 
3a - a < 12 < 3a + a 

=> 3 < a < 6 • • • i 

• Por teorema 50: 

Dos mayores 

a + 2a + 3a < 10 + 12 


11 

=> a < — 


3 


•~(P) 
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. geometría 


. Por teorema 41: 

a -2a <12--10 
2a + 3a < S -f 12 
a + 3a < 8 +10 
=> a < 4 


■ (y) 


De (a). (P) y (y) : 


3 < a < 


11 


Ahora busquemos, la expresión pedida: 

24 < 4a+_12 < |° 

24 < Perim. (MFe) < 26,6 

Clave yÁI 


Resolución 


N»127 



• Nos piden la suma de valores de x. 

• Dato: m + n = 12; a+b=6; m>b y 
n > a . 

• En fc^AEC y Í\ABC: 


x > n 

x > m 


- (I) 

- (ID 


; • Sumando (I) y (II): 

’ 2x > m 4 - n => x > 6 

: 

• Por existencia; en: 

k^AEC: x < a + n ... (|||) 

k\ABC: x < b-f m ... ¡IV/) 

• Sumando (III) y (IV): 

2x < a + b 4 m 4 - n => x < 9 

• Luego se tendrá: 6<x<9 

• Los valores enteros de x, son: 7 y K 

• Por lo tanto, la suma de valores entthi 
ros de x, es 15. 


Clave SCI 




/ Nos faltaría la restricción, para los 
f triángulos rectángulos. 

I Se plantearía, el siguiente teorema: 

I 

MC>MA 


I / a 2 4 n 2 > a + r\ 


b ¿ ? , 

+ m > b + ni 


I Q 

l Con esto se llega: x > ^ y¡2 
^36 

¡ Los valores obtenidos no varían. 
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lili II1HIAL CUZCANO 

M> MinicióN 


. TRIANGULOS 


N° 128 



Piden: x 

Como AB = AP y m<BAP = 60° => al 
trazar BP , el triángulo ABP es 
equilátero =>m<PBC = 40°; BP = a y 
mcBPC = 100° => m<PCB = 40° 

=> ABCPes isósceles => PC = a 
Del gráfico: 


( , m; n; y p. 

. Por existencia en: 


... (I) * 

... (ID 



AABE : a 4 w < m + x 

ADEC : c + í < p + z 

. Por teorema 54: * 

b < w + y 4 / ... (III) * 

. Sumando (I), (II) y (III): t 

*> 

.1 » b + c 4 <m + p + x4y4z+ * 

n * 

=> a4b4c<m4n4p *5* 

a4c<m4p4n-b * 

k * 

a 4 c < m 4 p 4 k ❖ 

Claveycl * 

Resolución P" * ' 


N° 129 


Clave yAl 


Resolución 


N° 130 




Nos piden el mínimo valor entero de x 
Dato: a > b 

Por teorema de la correspondencia: 
21° > 159° - x 
=> x >138° 


^(mínimo entero) 


139° 


ciave yin 




























CUZCAWfe 


. geometría 


Resolución 


N° 131 



• Se tiene entonces: 

mcPAQ = m<PBQ = 90° 

Por ángulo entre bisectrices (teorema V. /| 


m<APB= 


a 


En ksJAP: x + a = 90° 
4 


• Piden: m<B en función de m«C 

• Sea m<C = p 

• ABDC y ABAD : isósceles 

=> rn<DBC = m<BCD = p 
m<ABD = m<ADB = 2p 
=* m<B = 3p ; 

m<B = 3(m<C) \ 

Clave /Cj < 


x = 90° 


a 


Clave /|j f 


Resolución 

B 


'J- 


JltS* V 


m .~~~ 

En este problema se ha considerado 
| la notación m <C, la cual hace referen- 
| cia a m<ACB y m<B = m<ABC 



Nos piden el valor de: m + n + Z’ „ 0 i 
teorema 42 y 50: 


1,2 + 1,6 +1,5 


< m + n + /' < 1,6 +1,5 


Resolución 


N° 132 



2, l<m + n + £<3,l 

Poi lo tanto el valor entero de m + n + f 
es 3 

Clave yS] 

Resolución ■E3BI1 

B 


• Piden: x 

023 
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nillORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


• Nos piden: AB * 

• IV acuerdo a los criterios de trazos * 

auxiliares. Se prolonga CA y se traza * 
PE tal que m<BEC = <{>=> AABE y % 
AEBD son isósceles. * 

EB = BC = 8 y EA=AB=x * # 

• Como: m<EBC = mcEDB = p + <j> * 


=> x + 3 = 8 

x = 5 


M • SOLUCIÓN 


N° 135 


❖ 


Clave Sc\ * 

❖ 


Nos piden la menor longitud de x. 

En AADC por teorema de la corres¬ 
pondencia. 

Como: 

m<DAC < m<ACD => x < 16 ... (I) 

Se traza DE tal que m<ADE = a 

=> AADE y AEDC : isósceles 
=> AE = ED = x 
En AADE , por existencia: 

16<x + x =»8<x ... (II) 

De (I) y (II): 



• Nos piden verificar que tipo de trián¬ 
gulo es MBR 

> I n fc^HMA: m<AMH = 90°-p 

• En E^ABP: m<BPA = 90°-p 

• l’or lo tanto el triángulo MBP es 
isósceles. 


8 < x < 16 

X (mínimo entero) = ^ 


Clave yq 


Resolución 1 


N° 137 



H i solución 


N° 136 


Clave yc| .;. 


B 



D 

• Piden demostrar: x + y<a + b + c 

• Por existencia en: 


AABM: 

z < a + m 

... (i) 

AMCD: 

w < c + n 

... ai) 

En AAMDE: 

x+y<z +w 

... (i») 


• Sumando (I), (ÍI)y (III) 

x + y + <a + c + m+_n + 

x+y<a+b+c 
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CÜZCAN® 


. GEOMETRIA 



E * 


Piden demostrar: x - y = a - 0 
Por ángulo exterior: 

En AABD : x = a 4 p 
En ABDC : y = 0 + p 

=» x-y = (a + (3)-(0 + P, 
.'. x-y=a-0 


Resolución | 


N° 140 


• Nos piden demostrar que el triángulo 
FQJ es isósceles 

• En AABC , por ángulo entre bisectrices 
(teorema 27): 

m<AEC = —- ABC 

2 

=> m<AEJ = m<JEC = p 

=> m<ABF = itkcFBC = 2p 

• En AAEJ : y = a + p 

• En la parte sombreada ( ^): 

x + y = 2a + 2p 
x + y = 2( a + P ) x = y 

• Por lo tanto el triángulo FQJ es 
isósceles. 



Resolución 


N° 139 


B 



Piden: x en función de p y a. 

De la condición (ángulo de incidencia 
es igual al ángulo de reflexión): 

m<SAP = m<BAC = p 
m<ABL = m<CBD = p + a 
m<BCA = m<DCE = p + 2a 
mcCDB = mcEDF = p + 3a 
mcCED = mcFEM = p + 4a 
En AEFM , por ángulo exterior: 
x = p + 4a + a 
.*. x = p4-5a 


ciave ymj 
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. TRIÁNGULOS 


ililllllllAL CUZCflNO. 




TJZ&JV'U*: .*• 

I £^*J?**^*'' -• 

Para acotarlo interiormente, se 
puede usar el teorema 41. 


* Resolución 


N° 142 


a 'C 

Nos piden el mayor valor entero de x. 
En AAPC , por existencia: 

7-2<a<74-2 => 5<a<9 ... (I) 

También 0<6O° y 60° < p => 0 < P 
Por teorema de la correspondencia: 

como: p>0=>a>7 ... (H) 

En /\ABCP; por teorema 41 

a + a>7 + 2=>a>4,5 ... (III) 

De (I), (II) y (III): 

7 < a < 9 ... (IV) 

Pero “a” no es entero (no es dato) 

En A BPC : ó < 60° y 60° < co => ó < co 
Como: <J) < co=> x < a 

Pero: a<9=> x<9 

= 8 

Claveycl 


X (mayor entero) 




y 

b \\ 


90°-GÍXP 


N 

/ x 



M ^9O 9 -0 \ 



Z>re r 



H 


Piden: x en función de a y b. 

, En t^AHM y fc^NHM: 
m<AMH = 90° - 0 y m<HNC = 90°-p 

. En t^QBC y t^ABP: 
m<BQC = 90° - P y m<APB = 90° - 0 

=> AQBN isósceles => BQ = BN = b 

AMBP isósceles => MB = BP = a 
x 4 b = a 
.*. x = a — b 

Clave ycl 
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CUZCAM© 


GEOMtmlli 


Resolución vU r¡j 



• Nos piden entre que valores está: xy 

• A BDF y A ABC : isósceles 

=> BC = AC y BF=DF 
. En AFAE y AEDC: 

Como a < 90° => P > 90° , luego EF y 
EC son las longitudes de los mayores 
lados. 

• n + x- b>n=>x>b ... (I) 

. m + y-a>m=>y>a ...(II) 

. De (I) y (II): xy>ab ...(a) 



* • Nos piden la relación entre m,n,' 

* • Por teorema 

* m<BAC = m<HBC = 2p 

l m<ACB = m<HBA = 20 

=> A ABG y A FBC : isósceles 

* AB = AG = m + n 

* FC = CB = n + £ 

* • Por T. de pitágoras: 

* (m + n + () 2 = (m + n) 2 + (n + () 2 

* . . 2m¿ = n 2 

Clave yfl 


Por existencia de A s : 

En AEAF: n + x-b<n + a 


=> x < a + b 

... (III) 

En AEDC: m + y-a<m + b 


=> y <a + b 

... (IV) 

De (III) y (IV): X y < (a + b) 2 

-(P) 

De (a) y (P): 



ab < xy < (a + b) 2 

Clave yX\ 


Resolución 



• Piden: x 

• Como m<BAD = 2(m<ADB) => tr.i/,. 
mos BF tal que m<FBD = (3=>AAMI u 
AFBD isósceles => AB = BF = FD - <t 
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IDIIUKIAL CUZCANO 


TRIANGULOS 


. ('orno FB=BC es equilátero => FC = a 
■ I negó el AFCD es isósceles 
• I n la parte sombreada (V^) : 
x + x + P = 60° + p 

. . x = 30° 

Clave y¡\\ 


M» S OLUCIÓN 


N° 146 



. Piden: m<BAC 
# ('orno: 

m<BAC = 2a y m<BDC = 90° - a 

. I )e acuerdo a los criterios sobre trazos 
auxiliares: se prolonga AC y se traza 

BS tal que: mcBSA = 2a => A ABS y 
A DBS son isósceles 

=> AB = BS = DS = a + b 


. Como CD = b => CS = a 

=> ABCS es isósceles 
=> m<CBS = m<BSC = 2a 

. En AABS: 


2a + 2a + 2a + 90° = 180° 
=> 2a = 30° 



• Dato: co-5 = 20° 

• Se traza CN bisectriz del <RCQ, por 
ángulo entre bisectrices en los triángulos 
RCQ y ABC: 

. m<CNQ=| 

. m<BMC =90°- — 

2 

• En AMNT : 

x = 90°-- + ! 

2 2 


x = 90° - 


(to-5) 


. . x = 80° 


Resolución 


N° 148 


Clave ycl 



.. m<BAC = 30° 

Clave Sb\ 


Nos piden: a n 
Usando el teorema 25: 


163 




































CUZCANO 


. GEOMETRIA 


• En AAPC: a, = 90°+±oc 
2 


Resolución 


N° 149 



• Hallemos E, asi: 

E = 90° + ^ 90° + ^90° +... +-L-90° 
2 2 2 2 n_1 


E = 90°íl+- + -i + ...— 


2 2 2 


->n-l 


0foe%mi¿K 


^k+l 


-— = 1 + a + a 2 +... + a k ; ke N 
1 -a 


£=90° 


1-1 


1- 


=> E = 180° 


1-1 i 


.. a n = 180 c 


n n 

2 


+ —a 
2 n 


Clave 751 


Se prolonga BC (con ello se tendtA 
m<PBC = 42° y m<PCQ = 69°, Ui 
medidas corresponden al tercer crllo 
rio de trazos auxiliares). 

Se traza PQ tal que m<PQB = 42‘* 

=> ABPQ y ABCQ son isósceles 
=> PQ = QC = PB'= a 

Como m<ACQ = 60° y 
AC = CQ=* AQCA es equilátero 
AQ = QP = a => A AQP es isósceles 
=> m<QAP = m<QPA = 39° 

=> x+39° = 60° 

.. x = 21° 

Clave m 
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IIHIORIAL CL'ZCANO 


TRIÁNGULOS 


III S OLUCIÓN 
G 



• Nos piden el menor valor entero de a 

• I .as prolongaciones de EB ‘y DC se 

cortan en G. 

• (’omo m<AEB = 2a y 

mcEDG = a => m<EGD = a 
AEGD es isósceles^m + n = a 


• Se puede asegurar : a>m 

• En AABE, por teorema de la corres¬ 
pondencia: 

• ('orno a > m => 2a > 180°-3a 

=> a >36° 

CL — ^ 7 ° 

Hmenor entero) * 

Clave Tcl 


W «SOLUCIÓN 


N° 151 



Por teorema 7: 


A ABC: x + 0 = 180° + 20° ... (I) 

AAEF: y t- (3 = 180° + 20° ...(II) 

• De (I) y (II): 

x + y + 0 + (3 = 400° ... (III) 


• En AAEC : 20 + 2|3 + 20° = 180° 


=> 0 +13 = 80° 

• En (III): x + y + 80° = 400° 


x + y = 320° 


Resolución 


N° 152 


Clave SK\ 



• Se traza CE tal que m<ECQ = P 

=> m<ECA = 2p , con ello se tendrá que 
CE es bisectriz del ángulo ACB. 

• Por ángulo entre bisectrices, en: 

A ABC , por teorema 25: 

m<AEC = 90° + — = 110° 

2 

=> mcCED = 70° 

A DEC : por teorema 27: 

70° 
x = — 

2 

x = 35° 

Clave 75] 
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CUZCANS 


GEOMETRIA 


Resolución 


N° 153 


B 



. Dato: AD=DB=DE 

AABD y ADCE son isósceles 
• Por ángulo exterior, en: 


AABD: a = 8-f9=>a = 20 


ADCE: b-fy-0 = Y=>b = 0 


a 20 



Resolución 


N° 15 


3 


Clave y51 



C 


• Piden el menor valor entero del períme¬ 
tro: 

Perím AABC = 10 + a + b 

• Por existencia: 

a + b > 10 

= $ a + b +10 > 10 ■+■ 10 
Penm (AA BC) 

=> Pcrím UAB c) >20 


* • Por lo tanto el menor valor entero tlr 

❖ perímetro es 21 . 

C|ave^/|| 


* Resolución 



* • Piden: x 

* AAEC: isósceles => m<EAC = m<ECA - At' 

* A EBC : isósceles => EB = BC = a 

* • Se tiene : 

* BC = CD = a y m<BCD = 60° 

* =» ADBC es equilátero 

* DB = a=> AEBD isósceles 

* • Luego: m<BED = m<EDB = 70° 

x = 110 c 

Clave yHH 


N°Li 



* . Piden: m + n 

;i; . Dato: x + y = 220° 
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INITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


I n [><\BSTC y ¡>ABECF, por teorema 5, * 
se tendrá: 

m<EBC = n y m< = m * 

( orno: x + y = 220° => z + co=140° ❖ 


Del gráfico: 

m + n = z + co 

wA m + n = 140° 
a D 


Clave ycl * 


IU: SOLUCIÓN 



Nos pide el menor valor entero de x * 
Como CQ = PB a > i * 

En APCB , por teorema de la corres- ❖ 
pondencia: * 

x >(¡) ... (I) * 

<5* 

Un AAPC: x>p ... (II) * 

Sumando (I) y (II): * 

2x > p + <¡> ♦ 

=> x + 2x > p + <]) + x * 

* 

=f x > 60° l 


^ _ £10 

* A (menor entero) ~ OA 


Clave y51 * 


Resolución 


N® 158 



• Piden el menor valor entero de x 
. En APBC: 0 > 20° 

. En A ABP : como 9 > 20° => t > a 
. En AABQ: 

i > a => x > 140° - x 
=> x > 70° 


x 


(menor entero) 


= 71° 


Resolución 


N° 159 


Clave yel 



• Dato: ma + nb + pe = 360° 

• En E\ APRT y OAPQT, por teorema 

8 : 

. a + b = a + (3-i-<¡) 

. a+c=a+0+p 
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CUZCAN© 


GEOMETRIA 


=> 2a + b4- c = (2a + 0) + (2p + <» 

"~ 180 ° 18 Ó~ r 

=> 2a + b + c = 360° 

• Del dato: ma + nb + pe = 2a 4 b + c 
=>m = 2;n = ly p = 1 

m + n + p = 4 

Clave ya 


Resolución 


N° 160 



Resolución 


N° 161 



❖ • Datos: “a” toma su mayor valor enttf 

❖ ro y el A ABC es acutángulo 

❖ • Por ángulo entre bisectrices ( teorema ’/l) 

v H 2 

❖ • Como A ABC es acutángulo =* *<)>< 9o 

t => p < 45° 

❖ • En el E^PCQ se tendrá: 0 + p = 9O" 


• Nos piden: x 

• Se prolonga CD y se traza BF tal que 
m<BFC = 20° => ABFC y 

A BFD : isósceles => FB = FD = BC = a 

• FD = DA=a y m<FDA - 60° => A AFD 
es equilátero => AF = a y se tendrá 
AF-FB y m<AFB = 80° 

=> m<FAB = m<FBA = 50° 

=> x + 50° = 60° 

.. x = 10° 

Clave yel 


023 


=>e>45°=>e>p 

• Por teorema de la correspondencia 
7 > a => a = 6 (del dato) 

. En Í^PCQ: 

x 2 = 7 2 + 6 2 



lilllORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


1 Piden el mayor valor entero de x. 

• hato: a + b = 10 

P > 90° y 0 > 90° 

• I .n AMZA : 6 > o => 6 > 90° 

• I n ABZA: 

como 5 > 90° => a > x ... (I) 

• Pn AABC: p > 90° =$ b > a 

=> a + b > a + a 

10 

5>a ••• (II) 

I (I) y (II): x < a < 5 
=> x < 5 


X — /I 

(mayor entero) ^ 


1(1 SOLUCIÓN 


N° 163 


Clave M 



A AEL : z < p 4- n 

^x + y^z<(m + n) + (í + r) + (p-fq) 
=> x4-y + z <a4 b-f c 

=> Perím (AEFL) < k 


• Como k es entero , entonces el ma¬ 
yor ualor entero del perímetro de 
aEFL es: k -1 

Clave ye] 


* Resolución 


N°16 


3 



* • Piden: x + y 

* • Dato: n - m = 60° 


* • En la región sombreada: x + y = a + b 

* • Por ángulo entre bisectrices, en: 

l APQR: m = 90° - - (i) 

* AABC: n = 90° + ^ (¡i) 

* • Restando (II) y (I): 


• Piden el mayor valor del Perím (AEFL) 

• Dato: Perím( A ABC) = k » keZ + 

=> a + b + c = k 

• Por teorema de existencia en: 

A EBF : x < m + £ i A FCL : y < r 4- q 


60° z 
=> a 4- b = 120° 

.. x 4-y = 120° 

Clave yel 
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CUZCANQ 


-CEOMinfl - 


Resolución Hütl3 * • Por ángulo entre bisectrices (fenttiMi 

* 27) en: 



• Dato: a es máximo entero. * 

AABM , ABNM y AMNC son isósceles. ❖ 

• En AABM, del teorema 17: * 

3a < 90° => a < 30° * 

• Como “a” es máximo y entero ❖ 

=> a = 29°. * 



• Luego: m<BAC = 3a 

. m<BAC = 87° 


Resolución 


N° 166 


Clave m t 


F 



Piden: x 

Se tiene: x + y = 180° ||| 

=> m<BFC = m<EST = y 

En la parte sombreada: m<EAT - y 

En AABC por teorema 26 (ányuln #já 
tre bisectrices) 

y = 90°-|=>y = 60° 

En (I): 

x + 60° = 180° 

. . x = 120° 



• Piden: x ¿ 

• Prolongamos AM y trazamos CE tal * 

que m<FCE = <¡> ==> mcECL = 2<¡> * 
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IIHIIIHIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


H»*ol UCIÓN | 


N° 168 



Piden: x + y + z 

• " AAEB, ABFC y AACG: ' 

x + a + y = 180° 
y + 0 + a = 180° 
z + 0-h y= 180° 

> x + y+z + 2(0+Y+a)=54O° 

I 11 AABC , por teorema 3: 

• i y + 30 + 3a = 360° => y+0 + a = 120° 

I n (I): 

x + y + z + 2(120°) = 540° 

x + y + z = 300° 

Clave ./Al 


Ko piden: x 
Dato: 0 + a = 25° 

Del gráfico: x - y = 180° 

En AABC , por ángulo exterior: 

35 = 3a + 3<J)=>8 = a-r<) ... (I) 

En la parte sombreada (\^) : 
y+ó=8+0 

De (I): y-r/ = a + / + 0 

=> y-a + 0=>y = 25° 

•• x = 155° 

Clave Tñl 


Resolución 


N° 170 


(o 



M SOLUCIÓN 


N° 169 



z + w 

En la parte sombreada: 

z + co+a = <¡> =>z + (o = b-a 

En <£ABCD: x + y + 3a = 3<S> 

=> x + y = 3(<¡>-a) 
x + y _ 3(0 - g) 
z-co (j)-a 

-tv =3 


2 + 0 ) 


Clave y5] 
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CUZCAN© 


■ geometría 


Resolución 


N° 171 




y x 


/(2a 4 «/ 

2 “>. 

F 

M-X-MM 


• Piden el valor entero de x. 

• En AABF: 

m<BAF < mcAFB => x < 4 ... (I) 

• Se traza BM tal que m<MBC = a 

=> AMBC, AFBM y AABM isósceles 
=> BM = 4 y FM=x 

• En AFBM : 

4 < x + x => 2< x ...(II) 

• De (I) y (II): 2<x<4 

• Por lo tanto el valor entero de x es 3. 

Clave ycl 

Resolución 


N° 172 


! • P° r teorema de la correspondencia 
: a > p 

• Es decir nos piden p , tal que sea mit 
yor entero. 

• Como: a > p => 2a > 2p 

=» 2a + p > 2p + p 

'T3o r 

=> 60° >p 

• Por lo tanto la medida del mayor valor 
entero de p es 59 °. 

Clave 7| 

Resolución 


N° 173 




Nos piden la medida del mayor valor * 
entero del menor ángulo interior. ❖ 

Dato: Perím (AABC) > 3b * 

Averigüemos ahora quien es el menor .•> 
ángulo interior. * 

Del dato: 2a + b>3b=>a>b t 


Nos piden: x 

Dato: AB = BN y AM = MC 

AABM y AAMC : isósceles 
=> m<BAN = m<ANB = p 
m<MAC = m<ACM = a 
En AABC: 

x + a-f p = 180° 

En AALN: a + p = 2x 
En (I): x + 2x = 180° 

.. x = 60° 


ni 
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Clave /ll 


. IIITÜRIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


•I I SOLUCIÓN 



En ÍN.DBC: 2(i < 90° => (3 < 45° ... (I) 

En k\CHQ: x = 90° + (i 

De (I): P < 45 => 90° + p < 45° + 90° 

X 

=> x < 135° 

Por lo tanto el mayor valor entero de x 

es 134° 

Clave 751 


Resolución 


N° 176 


• En AABC , por ángulo entre bisectrices ❖ 

(teorema 26): * 

x = 90° - =* x + oc = 90° (I) l 

• En la región sombreada, por teorema 1 

3 1: > 

x -30° * 

... di) ; 


a = : 


X + = 90° 



/. x = 70° 


Resolución 


N° 175 


Clave 751 



Por dato: AD = CD 

=> ACDA: isósceles 
=> m<DCA = m<DAC = p 


• Piden: x 

• Por dato: 

PB = PC => m<PCB = x 

• En APAC : P = a + 20° 

• En AEPC : m<CPE + a = p 

=> m<CPE = 20° 

• En ACBP: x + x = 20° 

. x = 10° 

Clave y51 
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ClIZCAN© 


GEOMETRIA 


Resolución | f'íM ' rr ^ 

A . 



Como AB = BC => m<ACB = m<J MA( 
x + / -19° = ^ + 19° 

. . x = 38° 

■gíayy/AI 


* Resolución 


N° 179 


Piden: x 

En t^ABC, por ángulo entre bisec¬ 
trices (teorema 25) 

mcAIC = 90° + — = 135° 

2 

En la región sombreada, por teorema 
32. 

v _ 135° - 90° 



45° 


Resolución 


x = 


N° 178 


Clave /ñl 



• Dato: PB = BR; BQ = PC y BQ//P? 

AABC : equilátero => x + y = 60" 

• Por ángulos alternos: m<CBQ = 60* 

APBQ y APBR: isósceles 
=> m<QBP = m<BPQ = m<PRB = 60' . y 

• En APBR: 

60° + y + 60° + y + y = 180° 

=> y = 20° 

. . x = 40° 


Clave yi| 


Resolución 


N° 180 


Dato: AB = BC 

Por ángulo exterior en: 

AEDA : m<DAC = <j> + 19° 
AEDC : m<DCE = ó -19° 



Piden: a-b 
Dato: BE//AD y m<EBt = m<EBI) 


• IIITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


• Por ángulos alternos internos: 

m<EBD = ó 

• Por ángulos correspondientes: 

a = 0 

» I n ADBC , por ángulo exterior 

2a = a+ 20° + b 

• • a-b = 20 

Clave Sr\ 



• ( 'orno m<DCA = 2(m<DAC) se traza < 
DQ tal que m<ADQ = 20° ^ AADQ y l 
\QDC son isósceles: 

=> AQ = QD = DC = a 


Se tiene entonces: mcQDB = 60° y * 
DQ = DB =s> ADQB es equilátero t 


Resolución 

B 



En A ABC: 

x + 3(m + n) = 180° ... (a) 

En OCQPB, por teorema 8: 

P + 0 = 3(m + n) ... (I) 

En AQBC y APBC : 

- 0 + 3m + 2n = 180° 

- P + 2m + 3n = 180° 

=> 0_+P + 5(m + n) = 360° 

3(m+n) 

=> m + n = 45° 

En (a): x + 3(45°) = 180° 

x = 45° 

Clave ye] 


> QB - QA =» m<QAB = m<ABQ = x + 20° 
* En la parte sombreada (/ty)\ 

x + x + 20° = 60° + 20° 

. . x = 30° 


Clave ye] 


Resolución 


N° 183 


B 
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CUZCAN® 


. GEOMItl 


• Piden el mayor valor entero de x * „ 

* Resolución 

• ' Dato: m + n = 10 * 

• En E¡\ AHP: a > 90° =» n > x ... (I) * 

• En E^ABC: n<m=>2n<n + m * 

"TcT * 

= >r ><5 ,..([i) $ 

• De (I) y (II): x<n y n<5 * 

=> x < 5 * 

• El mayor valor entero de x es 4 f 


N° 185 


Clave /K\ 



Resolución 


N° 184 



• Datos: AB = BC = CD 

• Se traza BM tal que m<ABM = 20° 

=> AABM: isósceles => MB = ( 

• Como_MB = BC y m<MBC = 60°, al 
trazar MC se tendrá que el: AMBC es ■ 
equilátero 

AMCD es isósceles => m<CMD = x < 
=> x +140° = 180° l 

. . x = 40° 

Clave ¿E\ l 


• Piden: x 
•• • Dato: 0 + y = 180° 

:• • Al prolongar RA, se tendrá: 

m<BAS = 0 

• • En AAMR: a + 0 + 64° = 180° 

'=> a+ 0 = 116° 

• En OQRAR por teorema 8: 

x + 64° = a+_0 
116° 

. . x = 52° 

Clave 7H 

Resolución f '' - 


N° 186 



Dato: m + n = 60° 
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IIHIORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


. V trazan las bisectrices de los ángulos * r esoluc ,ó n 
ABC y ADC. * - 

=> m<EBF = m<EDF = 90” 

=> m<BED = x 


N° 188 


• Por teorema 28: x: 


m + n 


. . x = 30° 


Clave Sb\ * 



M ) SOLUCIÓN 


N° 187 


Analicemos este problema por partes: * 



A ABC: a + <|> + p = 180° ... (I) 

En ORPBQ: a + <¡> = p + 80° 

En (1): p + 80 + p = 180° => P = 50° 


• Piden: x 

• Se traza BS tal que m<QBS = 10° 

=> AQSB y ASBS : isósceles 
=> QS = SB = BC = a + b 

• Como: 

QA = a + 2b => SA = b => SP = a + b 
=> ASPB : isósceles 
=> m<SBP = m<SPB = 80° 

. En ABPC: x + 20° = 80° 

x = 60° 

Clave ycl 


Resolución 


N° 189 



Piden: x 

Por ángulo entre bisectrices: 

50° 


x = 90° -- 

x = 65° 



Clave yol ♦ . Dato: a + b = 210° 
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CUZCAMQ 


GEOM!TM| 


• Se trazan las bisectrices de los ángulos 
EBF y FCE , las cuales también son 
bisectrices de los ángulos ABC y ACB. 

• Por teorema 28: 

y = => y = 105° 

• Por teorema 25: 

y = 90° + y => x = 10 ° 

Clave S¡\\ 


Resolución 


N° 190 


B 



• Piden: x 

• Se traza la bisectriz del <ACE , la cual 
corta a la prolongación de AS en P 

• En la parte sombreada: 

m<SPC = x 

• En AABC , por ángulo entre bisectrices 
(teorema 26) 

x = 90°- — 

2 

/. x = 55° 

Clave y51 


Resolución 


N° 191 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

* 

*> 

.j. 


B 



Dato: m<BNC = m<AMC 
m<BNC + m<CNA = 180° 

=> 20 + 2<J> = 180° => 0 +«)»- 90" 
En la región sombreada: 

X + X = 0 + <|) 

90 ^ 


•j x = 45° 

* Resolución d> (■>! 

❖ B 
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limORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS , 


! n AABC , por teorema 25: 

m<ASC = 90° + íg <ABC > 

2 

m<ASC = 90° + 2x 

n QPBSQ, por teorema 31: 

o„ _ (90° + 2x) - 2x 

2 


En la parte sombreada: 

x + 40° + x = 60° + 40° 

.. x = 30° 


Resolución I 


N° 194 


Clave ye 1 


i» POLUCIÓN 


r _ 45° 


N° 193 


ciave ya 


B 




Nos piden: x 

Al completar “ángulos” nos damos 

«lienta: 

m<ACB = 2(m<BAC) 

So traza BE , tal que m<CBE = 20° 

> AEBC y => AFEB : isósceles 

> AE = EB = BC = i 

Como AB = BE y m<ABE = 60° 

> ABEA equilátero =>A E = £ 

AAEF: isósceles =* m<EAF = 40° + x 


• Nos piden: x 

• Completando ángulos, se tendrá: 

m<AEC = 2(m«ACE) 

• Se prolonga CB y se traza AM tal 
que: 

m<AME = 50° + a 
=> m<EAM = 50° + a 
=> AAMC y AAEM isósceles 
=> MB = BC = a + b y AE = EM 

x = 2a + b 

Clave yg) 

Resolución | 


N° 195 
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£S.ZCAN<% GEOMETIÚ 


Piden la cantidad de valores enteros 
de x. 

Dato: a >90° 

Como AB=AD y m<BAD = 60° 

=> ABDA es equilátero => BD = 17 
En ABCD por existencia: 
17-8<x<17 + 8 
9 < x < 25 

Por teorema 21, como a >90° 

17 2 > x 2 +8 2 
=> 15 > x 

De (I) y (II): 9<x<15 

Los valores enteros de x, son: 

{10;11;12;13;14> 

Clave/gl 


(I) 


(II) 


Resolución 


N° 196 



• Del gráfico: AB//CD y BC//DE 

=>m<CDA = 2p y m<CBE = 20 
. Por teorema 28: 

- En la parte sombreada: 

_ (90° + 29) + (90° 4 2P) 


x = 90° + 0 + (3 


(I) ? 


• En \^ASET: 20° = =>0 + 0 = 40* 


En (I): 


x = 90" + 40° 

x = 130° 


Resolución 


N° 197 



• Piden: x 

. Se prolonga CM y se traza BS tal <juf) 
m<BSC = 10° => BS = a 


. Como SB = BA y m<SBA = 60" 

=> ABSA es equilátero =>AS = a y 
m<ASM = 50° 

ASAM : isósceles => AM = a 

• Como AB = AM => AABM es isósctMQ 
=> m<AMB = m<ABM = 80° 

=> m<BMS = 30° 

• En ABCM: 

x +10° = 30° 

.. x = 20° 

c^m 


180 


idITORIAL CUZCANO 


TRIANGULOS 


Hi +olución 


N° 198 



• Piden: ^ 

. Dato: MP = PQ 

• En Í^ABP, por ángulo exterior: 

m<APQ + a = 90° + a 
=> m<APQ = 90° 

I^MPQ: isósceles 

=> m<PMQ = m<MQP = 45° 


❖ 

A 


❖ 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


❖ 


* Sea m<ACM = <¡> => ce + <|> = 45° 

=> m<QCP = ó 

• I n AAPC , por ángulo entre bisectrices 
(teorema 27): 



Clave ypl 



❖ 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

{. 

A 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

•> 


• Piden: m<PAC 

• Como AB=AP y m<BAP = 180° - 20x 

=> m<ABP = m<APB = lOx 
=> m<PBC = 3x => APBC 
es isósceles => PB = PC = a 

• AABP : equilátero =* lOx = 60° 

=> x =6° 

.. m<PAC = 12° 

Clave ySi 



• Piden la cantidad de valores enteros de 

£ . 

• Dato: a ~f- ó + £ = 30 
. En t^ABC: 

£>a 

£>b 

=> 2£ > a + b 

£ + 2l> a + b + l =>l>10 

• Por existencia: 

£ <a + b 


=>£ + £< a + b + £ => £ < 15 

30 

• Se tendrá entonces: 

10 < ¿ < 15 ... (I) 

• Aún no podemos indicar la cantidad 
de valores, falta la restricción para que 
sea triángulo rectángulo: 

a 2 + b 2 = £ 2 
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CPZCAMQ 


. GEOMI 


EmU 


• Sean: 

x,ye R + , se cumple: 


M.C. > MA. 

• M.C.: media cuadrática 

• M.A.: media aritmética 


2 2 

x ¿ +y z ^ x + y 

i 

2 2 




■G 


. ( 30-0 

2 


Resolviendo: ( > 30(V2 -1) 

( >12,426 

De (I) y (II): 

12,426 <f <15 

Los valores entero de ( son: {13; 

C 1 


(II) 


Usando la observación para a y b: 
a 2 + b 2 ^ a + b 



♦ V V V V 
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IUITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 



k»:solución 


N° 201 


B 



• Nos piden la medida del menor ángulo 

exterior. 

. Dato: a , meZ + y p es la medida del 
mayor ángulo exterior. 

• Analicemos: 

Por existencia ja-mj<l<a + m 
Como a y m son enteros => a = m 
=> m<BAC = mcACB 

. Por dato existen medidas angulares ma¬ 
yor y menor => a > 1 

=> m<BCA > m<ABC 
El mayor ángulo exterior es en “B”. 



x + x + p = 360° 

. . x = 180°- — 

2 

Clave y51 


Resolución 

❖ 


N° 202 



• Se traza BF , tal que m<FBC = ó 
AFBC, APBF y AABF: isósceles 

=> AB = BF = FC = x y PB = PF = a 

. Del gráfico: a + x = 18 

• En AABP : como m<APB > m<BAP 

x > a 


=» 2x > x + a 
18 

x>9 

• En ABFP , por existencia: 

x<2a 

— < a 


=> x H— < a + x 

2 18 


(I) 


(II) 


=> x <12 
De (I) y (II): 9<x<12 
Los valores enteros de x, son: {10;11} 

Clave 751 


183 





































CUZCAS 



Resolución 


N° 203 



Dato: AABC: isósceles 


• Sea m«BSQ =* m<SBQ + 8 = <)> * 

=> m<SBQ = 100° t 

• Como AABC es isósceles y.-. 

m<ABC = 100° % 

=> m<BAC = m<BCA = x % 

=>x + x +100° = 180° X 



• Nos piden la cantidad de triángulos de * 

longitudes enteras y perímetro 40. * 

=> m, n y í e Z + ♦ 

• Sea p el semiperímetro de * 

aABC => p = 20 , por teorema de exis- * 
tencia: X 

m < 20; n < 20 y t < 20 t 


• Sin pérdida de generalidad, consulm». 
mos: 

m > n > f (I) 

• Como m, n, ( son enteros, annlli«> 
mos de la siguiente forma: 

• Para m = 19: => n + (' = 21 

n + t = 21 

i i 

19 2 

18 3 

17 4 

16 5 

15 6 

14 7 

13 8 

12 9 

11 10 

Si consideramos n = 10 => £ = 11 1 y a 

cumpliría (I), además el A ya se MirlU 
contado, se trataría del A de lailnfl 
{19; 11; 10} 

=^> Cuando m = 19 => tenemos 9 triányyl 
los. 

• Para m = 18=>n + í = 22 

n + (= 22 
i i 

18 4 

17 5 

16 6 

15 7 

14 8 

13 9 

12 10 

11 11 

=* se tienen 8 triángulos 
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Ilili DRIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


’.ira m = 17=>n + í = 23 


n 

+ £ = 23 

❖ 

i 

i 

* 

17 

6 

❖ 

16 

7 

4» 

15 

8 


14 

9 

❖ 

13 

10 

... 

12 

11 

❖ 

se tienen 6 triángulos 

4* 

4* 

4* 

\ra m = 16=>n + ¿ ! = 24 


n 

+ e = 24 

4* 

i 

i 

4* 

16 

8 

4* 

15 

9 

4* 

4* 

14 

10 


13 

11 


12 

12 

* 

=* se tienen 5 triángulos 

• 

V 


• l’.ira m = 15=>n + í = 25 


n + C = 25 


i 

i 

15 

10 

14 

11 

13 

12 

=> se tienen 3 triángulos 

’ara m = 14=>n + ¿ = 26 

n + 

i = 26 

i 

i 

14 

12 

13 

13 

=> se tienen 2 triángulos 


• I .negó: * 

•I* 

I I total de triángulos es:9+8+6+5+3+2 * 

4 » 

N.r lo tanto, el total de triángulos es 33 t 

Clave Tcl * 


Resolución 


N° 205 



Piden el mayor valor entero de a 
Analicemos las restricciones para a 
En AABC: 3a < 180° =>a< 60° .... (I) 
En AEBC : p = <j> - a 


En la parte sombreada: 

<|) + 2a = <j) - 2a + p 

'-v' 

<j>-a 

=> <)> = 5a 

En (A): 2<p < 180° 


=> 2(5a)< 180° => a < 18° ... (II) 

De (I) y (II): nos quedamos con la última 
rectricción, por lo tanto el mayor valor 
de a es 17°. 


Clave SSl 
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CPZCANO 


GEOMIU 


Resolución 


N° 206 


B 



• Nos piden x 

• De los datos AABP, ABQP y APQC 
son triángulos isósceles. 


• En AABC: 5x 4- 3x + x = 180° 


. . x=20 p 


Resolución 


N° 207 


Clave Se\ 



• Piden el menor valor entero de x. 

• Se traza BM tal que m<CBM = 0 

ABCM y AABM: isósceles 
=> BM = MC = AM = a 
2a = 16 => a = 8 

AFBM : isósceles => FB = FM = x 
Por existencia: a < x + x 

=> 8 < 2x 
=> 4 < x 

• Por lo tanto el menor valor entero de x 
es: 5. 

Clave Tcl 


❖ 

<■ 

❖ 

<• 

❖ 

❖ 

❖ 

♦ 

♦ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

<♦ 

❖ 

<• 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


❖ 


❖ 

❖ 

v 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


Resolución 


N° 208 



• Nos piden: x 

• En AABC : x + 4(a + 0) = 180° 

• En la parte sombreada: 


x + x — 3(ct + 0) => — x = a + 0 
3 

En (I): x + 4Í|x 1=180° 


X = 


540° 

11 


Resolución 


N° 209 



¿ • Piden: x s 

* • Se traza CS tal que m<ACS = 40° | 

* CS = a => ABCS es equilátero 

l • Como SC = SB y m<BSC = 2(m«RAQ 

* de la observación indicada en el cstty 

* dio del triángulo isósceles => SA t\ 

* • Luego el AASB es isósceles => SB n 

* • Como AM = SB y AALS es isóscelil 
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LS) 

1 M = LB => ALBM es isósceles 

❖ 

Resolución 

— TRIANGUl 

❖ 



=> m<LBM = m<BML = 40° 

❖ 

A 

B 


ABMC : x + 20° = 40° 

•*» 

❖ 

«J. 



o 

CM 

II 

* 

❖ 

❖ 

-— 1 — 

- 


Clave >/e1 


^MOI IJCIÓN | 


N° 210 







• Piden: ^ 

i I ’n A APC y A ALC , por ángulo entre 
bisectrices (teorema 27): 

mcLEC = — <LAC => m<LEC = 

2 2 

m<PFC = m< ^ AC => mcPFC = ^ 

2 2 

• I ■ n A ABC : m + y + (3 = 180° 

=> m<ERF = y + P 
Fn la parte sombreada (^): 


2 +P=f+v+P 

=> - = 2 


M 


• Piden: x 

. Se traza CM tal que m<ACM = 0 = 
A ACM y AMCD es isósceles. 

• Como m<ACM = 60° y 

BC = CM => A BMC es equilátero 
=> MA = MB => m<ABM = x + 0 

• En la parte sombreada (fcj): 

x + x + 0 = 6O° + 0 

x = 30° 


Clave ycl 


Resolución 


N° 212 



Clave 751 


Se traza MS tal que mcCMS =: 

=> AAMB y A SMC : 

isósceles => MS = SC = a 
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CÜZCAN© 


geometría 


Como MB = MS y m<SMB = 4x 
m<MSB = m<MBS = 90° - 2x 
=j> m<BSC - 90° => fe^BSC : 

isósceles =>SC = BS = a 
=> AMBS : equilátero => 4x = 60° 

. . x = 15° 

Clave ye I 


•. Resolución r^rri 



Resolución 


N° 213 



* S 

• Piden: mcAPC 

• Al completar ángulos, verificamos: 

m<BCA = 2(m<BAC) 

• Luego se traza BS tal que: 

m<ABS = 27° 

=>AABS y => ASBC son isósceles 
=> AS = SB = BC = a 

• También APSB : equilátero 

=> AS = SP => m<APS = 27° + x 

• En AAPS , por ángulo exterior: 

2x + 54° = 60° + 54° 

=> x = 30° 

• Como nos piden m<APC: 27° + 30° + 36° 

.. m<APC = 93° 

Clave ^a1 


X 

Piden el menor valor entero de x 

En AAPC , por existencia: 

7 < x < 23 (l) 

También ABPC: isósceles 

=> a < 90° => 0 > 90° 

Como p>0=>p>9O°=> AAPC es olí 
tuso, por teorema 21: 

x 2 > 8 2 +15 2 

=>x>17 ... (|||| 

De (i) y (II): 

17 <x < 23 

Por lo tanto el menor valor entero < 


x es 18. 

Resolución I 


N° 215 


)r entero <U 

Clave 



MIIIUHIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


• Si trazamos BM tal que 

mcCBM = P , se verifica: 

AM = MC = MB 

. I n^ABP: a > 90° => a > 2 ... (I) 

• I.n AABM: a <2x ...(II) 

• De (I) y (II): 2x>a>2 

=> 2x > 2 => x > 1 ... (III) 

. l£n ACT: 2x <6=>x<3 ... (IV) 

. De (III) y (IV): 

1 <x <3 

• Por lo tanto el valor entero de x es: 2 


Mi SOLUCIÓN 


N° 216 


Clave y ?Vi 



• Piden: x 

. Como m<BAQ = 40 c y m<BQR = 70°, 
de acuerdo a los criterios de trazos 
auxiliares, se prolonga AQ y se traza 


► 60° + x = 70° 


x = 10° 


Clave yAl 


Resolución 


N° 217 


D 

* • Piden: x 

;* • Del gráfico AB = BC y AD//BC desde 

* B se va a trazar el segmento BT, tal 
¿ que BT = a y Te ÁD . 

* • Para “T” se tiene las siguientes posibi- 

lidades: 

- “T” esté a la izquierda de D (como 
.j. en el gráfico). 

* - “T” esté a la derecha de D. 

¿ - “T” coincida con D. 

* • Tomando el primer caso, se tendrá: 

« ABTC isósceles 

* => m<BCT - m<BTC = 86° 

.> con ello se deduce m<ACT = 82°, lo 
cual no puede ser, pues m<ACD = 82° . 

* • En forma análoga se descarta la se- 

* gunda posibilidad con ello se deduce: 

* T = D, el gráfico quedaría asi: 



BR tal que m <BRA = 40° =» BR = a 
Como: CB = BR = a y 

m<CBR = 60° => ACBR 

es equilátero => CR = a 
Luego: 

AQRC : isósceles => QR = RC = a 
Como 



QR = RB => m<BQR = m<QBR = 70° 


Clave ycl 
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CUZCA NS 


. GEOMITÉ 


Resolución 


N° 218 


❖ Resolución 


N° 219 



• Piden: x 

• Completando ángulos se tiene : 

m<BAC = 2x y m<BQC = 90°- x 

Se traza BR tal que m<BRA = 2x • 
pero para el punto R, así como el pro- i 
blema anterior hay tres posibilidades. 1 

Como AABR y AQRB : < 

isósceles => AB = BR = QR = ( : : 

pero QC = t , es decir: QR = qq ¿ e ❖ 

donde se deduce R=C, el gráfico que- t 
daría, asi: * 




Como AB = BC => 2x + 2x = 90° 

x = 22°30' 


* • Piden: x 

t ‘ Se traza AS y tal que: AABS , 
equilátero, con ello tendremos: 

AS=SB=a y m<ASB = 2(m<ACH) 

. => SC = a (De la observación indicada M 
el estudio del triángulo isósceles, J 
Pag. 22). 

ABSC: isósceles =* mcSBC = m<SCB 

=> m<SCM = 20° =* ASQC: isósceles 
=* QC = CS = a , pero por dato: CM a 

• Es decir. CM = CQ = a =s M = Q, el gr4* 
tico quedaría, así: 1 



De donde: x = 50° 


Clave yfi\ 


Clave | 
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IIIIIIIHIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


(>»i >mcióN 


N° 22Q 



• Nos piden: x 

• I n AAQB se tiene: 

m<BAQ = 2(m<ABL) 
l ’<' traza QL tal que: 
m<BQL = 10° =* AQ = QL = LB = o 

• S, ; traza luego Bf tal que: 

m<ATB = 80° 

AABT: isósceles => AB = AT = m , 

« orno m = a + b 

• I >el dato: QC = m => TC = b 

• Se traza LS tal que: 


m<ASL = 40° => LS = b 


Se tendrá luego: 


SL = LB y m<SLB = 60° 
>ABLS equilátero =>SB = b|i 
m<BST = 80° 



• Nos piden la relación entre a y b. 

• Es una aplicación directa del teorema 
56, para n = 16 : 


b < a < 16b 


Resolución 


N° 222 


Clave ./Al 



• Piden el mayor valor entero de: 

x + y + z 

• Dato: - “ t ” es menor entero 

- “m” es mayor entero 

- a <90° y 0 > 90° 

• En ABNC , como a < 90° 

=> m 2 < 12 2 + 5 2 => m< 13 
Como m es mayor entero m =12 

• En AAMB, como 0>9O°,se puede 
asegurar: ¿>12 


• I uego ASBT: isósceles => TB = b ¡ 

• Analmente, el ATCB es isósceles I 

=> x + x = 80° ! 

. . x =40° 

Clave A 1 



como ( es menor entero =$ ( = 13 
En AABC: 

_ dos mayores 

i + m + 15 --s 

2 -< x + y + z < 13 + 15 

=> 20<x + y + z<28 

Por lo tanto el mayor valor entero de 
x + y + z, es 27 

Clave yñl 
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Resolución 


N° 223 



• En AIAN , por ángulo entre bisectrices 
(teorema 27): 


mcNPI = -- ^ IAN => 
2 

=> m<IAC = 2a 


0 = a 


• En AAIC: 

2a + 2a + 80° + a = 180° => a = 20° 

• En A ABC: x + 40° + 80° = 180° 


. . x = 60° 


Clave /Di 


Resolución 


N° 224 
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❖ • Piden: x 

❖ • Como AD=AC y m<DAC = 6()‘ 

❖ =>AACD es equilátero => CD ,\ v 

❖ m<ACD = 60° 


* AACF: isósceles 

* => m<DFC = m<FDC = 80" 

* => x + 50° = 80° 


.. x = 30° 



* Resolución 


N° 225 



* • Piden: a 

£ . Dato: SC - PQ = QB 

* => SC = PQ + QB 

* • A PSC : isósceles 

* => PS = SC = a + b 

* => QB = QS = b 


AQBS: isósceles 

=> 2a + 2a + a = 180° 

a = 36° 
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m<AIC = 90° + - 
2 

En la región sombreada (/\): 

x + y + b = 90° + — 

2 

=> x + y = 90° + ('j 

l 2 J 

x + y = 100° 


• Piden (o en función de x e y * 

• En APQC por ángulo entre bisectrices ? 

(teorema 27): * Resolución | 


Clave TAI 


N° 228 



Resolución 


N° 227 



De (I) y (II): 


C * 


• Piden: x 

• Dato: a-2b = 20° 


• y AMBA por teorema 51: 

2 < — < 3 
t 

... a) 

2 < — < 3 
a 

I): 

... di) 

4 < — < 9 


a 

Clave y51 
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N° 229 



Piden: x 

Dato: 0 - y = 20° 


Piden: x en función de p . 

A EFG: isósceles 
=> m<EGF = m<FFG = a + 3p 
=> m«BAF = 3p 
Como 

m<CAM = 3m<MAB => m<CAM 9(1 
En AABC: 

2a + 16p = 180°=>a + 8p = 90° ... (I) 

En la parte sombreada (^NMAC) 
x + 0 = lOp ... (||) 

En ^NCBM: 

x + 3p = a + 0 ... (III) 

Sumando (II) y (III); 


• En la parte sombreada, por teorema 
30: 

x = =* *x = 2(a-p) 

• Del gráfico: 9 = a + <J> 

y = P + (j) 

=> 0-y = a-p 
=* a-p = 20° 

. . x = 40° 


Resolución 


N° 230 


Clave Sr¡ 


•> 

❖ 

♦ 



2x = 7p + a 
► 2x = 8p + a - p 


90° 


x = 45° 


P 


Clave y ¡\ | 


Resolución 


N° 231 


B 



• Piden la razón entre los valores máxi¬ 
mo y mínimo entero del perímetro 

• Analicemos las restricciones para x. 

• En AAPC : por existencia 

5 < x < 9 ... (I) 
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I n la parte sombreada: 

x + x > 2 + 7 => x > 4,5 ... (II) 

Como a >60° y |5<60°=>a>p 
I n AAPC: x>7 ... (III) 

De (I), (II) y (III): 7<x<9 


=> m<ACM = 3a => AM = MC = a 
=> AMNC: equilátero 

4a = 60° => a = 15° 

En (I): x+ 10(15°) = 180° 

.. x = 30° 


• Multiplicando 3: 

21<3x<27 
21 < Perím 4ABC < 27 

Eerím A ABC(máx¡mo entero) — 26 
Perím 4AB c,mínimo entero) = 22 

13 

• Por lo tanto la razón entre ellos es: — 


Clave /K\ 


Resolución 


N° 232 


B 



En AABC: x + 10a = 180° ... (I) 

En A ANC : m<CNA = 180° - 9a 


=> m<MNC = 180° - 8a 


{. 

❖ 

A 


❖ 




• Como 

MN = NC => m<NMC = m<MCN = 4a 


Clave 751 


Resolución 


N° 233 


B 



• Sea m<PCB = p 

• Como: 


AB = BC => m<BAC = m<ACB = a + p 

• En AAPC, por ángulo exterior: 

mcBPC = 2a + p 

• En ALQC : 

m<ALC = 2a + p 

• Como el AALP tiene dos ángulos ex¬ 
teriores de igual medidas =¿> es isósceles 

AL = AP 


Clave yi)l 

rm 
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Resolución 


N° 234 



• Piden: x 

. En AABF m<BAC = 2(m<BFA) 

• Se traza BS tal que m<FBS = 40° 

=> AB - BS = SF = a 

• Como: 

BE = BS y m<SBE = 60° => AEBS 
es equilátero => SE = a 

• ASEF es isósceles 

=> m<SFE = m<SEF = 40° + x 

• En la parte sombreada: 

x + x + 40° = 40° + 60° 

. . x = 3(T 


❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


• En fc^ABC: (3 + 2p = 90° =* p = 30‘ 

• En AAEF: x = 2p 

. . x = 60° 

ciave ynf 

Resolución I 


N° 236 



Clave ycl 


Resolución 


N° 235 


B 



Piden. ^(menor entero) 

Dato: a -f 0 < 170° 

En AEFB,como a + 0<17O° 

=> y > 10° ... (I) 

En AABC ,por ángulo entre bisectrn n 

x = 90° + — 

2 


En (I): y >10° 


> 5 ° 


Dato: AAEF y AFCB : isósceles 
Como m<AEF>90° y m<FCG>90° 
=> m<EAF = m<EFA = m<FGC = p 


90° -f - > 95° 
2 


=> x > 95° 

El menor valor entero de x es 96° 


Clave 
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❖ 


❖ 

V 

❖ 


APBQ : m<PSQ = => m<PSQ = 15° 

• Se tiene MÑ //GC => m<HGS = y 

• En la parte sombreada: 

x = 15° + 15° + 180° - y 

x + y = 210° 

Clave y51 


• Piden: x en función de a y b 

• Dato: AABC es isósceles (de base AC) 

=> m<BAC = m<BCA = x + b 

• En AQPC: x + 2b = a 

x = a-2b 

Clave 751 


R esolución 


N° 238 


Resolución 


N° 239 




Por teorema 27 (ángulo entre bisec¬ 
trices ), en: 


• Piden: x 

• Del gráfico AB = BC 

• Se prolonga ÁP y se traza BT tal que: 
mcATB = 20° => BT = a 

• Se tiene entonces CB = BT y 
m<CBT = 60° ACTB es equilátero 

=>CT = a y como m<TPC = m<PCT = 70° 
A PTC es isósceles (PT = TC = a) 

• APTB: isósceles 

=> m<PCB = m <BPT = 80° 

=> x -f 60° = 80° 

. . x = 20° 


AABC : mcAEC = ~ => m<AEC = 15° 


Clave /Rl 
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• Como PM//AQ y 

AC//PÑ => m<NPM = 0 
. En A ABC , por ángulo entre bisec-trices 
(teorema 26): 

m<BSC = 90° - m<BAC 
2 

=> m<BSC = 90° - 0 

• EnOPMSN: 

x + y = 90° -0 + 0 

x + y = 90° 

Clave ygj 


* • Dato: AABC es escaleno y las muill 

¿ das de sus ángulos interiore*. *mt 

* menores que 80° 

❖ • 7k + 13k = 180° => k = 9 o 

♦ • Dato: m < 80° , n<80° y 

* 2a < 80° => a < 40° 

<• 

* • En AABF : m + a = 117° 

♦ • Como: 

❖ 

* a < 40° => a + m < 40° + m =* 77 °. , n 

l H 70 

* • Del dato: 77°<m<80° 

l m tiene dos valores enteros: 78° y 7 T, 

* con ellos tenemos los siguientes frión 
t gulos: 



* • Pero en el caso I, resulta ser un A isót» 

* celes, la condición solo cumple el 

* caso II. 

* Por lo tanto la medida del menor ánquln 

* 25° . 

*!• 

Clave yq 


Resolución 


N° 241 


* Resolución | 


N° 242 



Nos piden la medida del menor ángulo 
interior del AABC . 
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x 

• Piden: ^ * 

• I n AABC , por ángulo entre bisec-trices * 

(teorema 27): ❖ 

❖ 


n AACB: 

5a4 2a<180 o =>a< - 1 | 0 -° ... (ni) 
De (I), (II) y (III): 


m<ASC = 


m<ABC 


8 = 20 


• En ASMC: z = p + 0 

• En la parte sombreada: 

x + 0 = p + 20=>x = P + 0 

• Luego: x = z 

• En AMLN: y = x + z=>y = 2x 



Clave yAl 
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B 



Nos piden el mayor valor entero de x 
En AACS : 3a > x 

Analicemos las restricciones para a : 
Como AABC es isósceles 
m<BAC = m<ACK = 5a 
=» m<BAC < 90° =>5a>90° 

=> a > 18° ... (I) 

5a <180° => a <36° ...(II) 


18° < a < 


180° 


Como: x < 3a y 
180° 


a < 


=» x < 


7 

.540° 


3a < 


540° 


7 

x < 77,1° 


Por lo tanto el mayor valor entero de x 
es 77°. 

Clave yAl 


* Resolución 



* • Nos piden la cantidad de valores ente- 

* ros de x . 

* • En AACD isósceles 

120 c -x < 90° => 30° < x ... (I) 

* • En AAEB: 

* AE < ^ => x < 60° ...(II) 

* . De (I) y (II): 30° < x < 60° 

I • La cantidad de valores enteros es 19 

* Clave yp] 
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Resolución 


N° 245 



• Nos piden el intervalo para x. 

• Dato: AP = CQ = BR 

a + b + c 

~ t ~ =p 

• Por teorema: 

p-a <x < p 

p-b < x < p 
p-c < x < p 

=> 3p - ( a + b + c ) < 3x < 3p 

“~2T“ 


p 

3 <x<p 


Resolución 


N° 246 


Clave TAI 


• Se prolonga CB y se traza AS, ui 

* que: 

m<ASB = 2a + 2(i => AQ = AS = x 
f y SB = BQ = 2 

❖ • Como: m<CAS = m<ACS = a + 2|J 

t => AS = SC 


x = 7 


••• Resolución I 


N° 247 


Clave/fl 


B 



* • Piden: x 

* ♦ De los datos, se verifica: 

* mcBDC = m<DCB = 70° 


S 



Piden: x 


Dato: 2a + 3(3 = 9.0° 


m<BDA = m«DAB = 75° 
=* AB = BD = BC = l 
=> AABC: isósceles 

=> m<BAC = m<ACB = 55' 
En ASAB: 

x = 30° + 55° 

x = 85° 


ciave yin 
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Resolución 


N°248 


B 



• Nos piden el número de valores ente¬ 
ros de m<BNM. 

• En el gráfico: 

m<BNM = 2x 

Analicemos todas las restricciones 

para x: 

En AAMN (isósceles) 

5x > 90° => x > 18° ... (I) 

En ABNC (isósceles) 

3x < 90° => x < 30° ... (II) 

En ANMB : ! 


❖ Resolución 


N° 249 



Al prolongar AQ y BS se cortan en C, 
se cumple: m<QCS = 4° 

• En AABC , por ángulo entre bisectrices 
(teorema 27): 


• En AABC : m<APB = —< AC9 

2 

x = 12° 


Clave /f! 

Resolución 


2x + 5x < 180° => x < ^5! (jjj) 
18° < x < 

7 

=> 36° < 2x < 

— 7 

36° < m<BNM < 51,43° 

El conjunto de valores enteros de 
m<BNM es: 

{37°;38 o ;39°;...50 o ;51°} 

El número de valores enteros es 15. 



* * AADC, como m<DAC = 2(m<DCA) 

* Se ^aza DE tal que m«CDE = y 

t => AD = DE = EC = a 

* • En AECB , como EC = CB y 

* m<ECB = 180° - 12y 


Clave /c\ * 


=* m<BEC = m<EBC = 6y 
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• ADEB : isósceles => DE = EB = a 
=> AEBC: equilátero 
=> 4y = 60° 

/. y = 15° 

Clave 751 


• En ACMS , por ejemplo entre bisvt 
trices (teorema 27): 

m<MSC 


m<MLC = - 


m<MSC = 2x 


Resolución 


N° 251 



Luego, como m<ABC = m<MSC 
=> m<AMB = 90° 

Como: p + 2x = 90° => m<ACB = 2x 
=> AB = AC 
AABC : equilátero => 2x = 60° 


.. m<ABC = 60° 


Nos piden la relación entre c y 
Por teorema 39: 


Clave yg 


Resolución 


N° 253 



Dato: AB = BC y m<ABC = 2(m<MLC) 
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Como AABC es acutángulo => m < 90° 


Resolución 


N° 255 



M 



Nos piden x en función de p . 

En APCS se traza CL, bisectriz del 
<SCP =>20 = 2a + 2<5>=^0 = a + <j) 

En APLC : m<MLC = a + <j) 

""e~" 

En la parte sombreada (^): 

x + P = a + 0 ... (I) 


Piden: x 

En AABC y AMNQ , tienen dos partes 
de ángulos exteriores respectivamente 
iguales: 

=> m<ACB = m<QMN = 40° + 20 
=> 2a + 40° + 20 = 180° => a + 0 = 70° 

En Í^ALS: 

x + 70° = 90° 

. . x = 20° 

Clave TeI 


En t^ABC: a = 90°-2p 
En AABS: 

39 = 2p + 50° => e = + 5Q ° 

3 

En (I): 

x + p = (90° - 2ft) + - ^ + 5 — 

3 

320°-7p 
3 

Clave 751 
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p-a p-b p-c 


Dato: 


Sea: E = 


a + b + c 



p-a p-b p-c 


• Por teorema 44: 

y >p-c 
x > p - a 
z > p - b 

• Multiplicando: 

x y z > (p - a)(p - b) (p - c) 

=> A >(p-a)(p-b)(p-c) 
k J 

=> f >^(p-a)(p-b)(p-c) 
k 

• Usando el siguiente teorema: MG > MH 
para (p-a),(p-b) y (p-c) 

i >3f(p-a)(p-b)(p-c) >—-y-— 

p-a p-b p-c 

etíti 



p-a p-b p-c 


1 + ----- + —— > 3k 


p-a p-b p-c 

' É ' 

=> E>3k 

• Como k es entero, el menor valor enln 
ro de k es 3k +1 . 

ciavc ycl 
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• Piden entre que valores esta: 

AC + BD + CE + DA + EB 

• Dato: m>d>c>b>a 

a + b + c + d + m = ¿ 

• Por existencia en: 

AABC: b-a <AC<a+b 
ABCD: c-b<BD<b+c 
ACDE: d-c < CE < d + c 
AADE : m -d < AD < m + d 
AABE: m-a<EB<m + a 

• Sumando: 

2m — 2a < AC + BD + CE + AD + EB • /i 

ciave yq 
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ti .solución 


N° 258 


.j. Resolución 



Piden el mayor valor entero de: x + y 
Dato: AB = BC 

Por observación indicado en teorema 45: 
AANC : x < 3 
AAMC: y < 4 
=> x + y <7 

Por lo tanto el mayor valor entero de 

x + y es: 6 



Clave ycl 


iksolución 
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D 


Nos piden la relación entre a, b, m y 

n. 

Por teorema 56, en: 

ABCD: b<m ( ... (D 

AABC: £ < na => < mna ... (H) 

De (I) y (II): b < mC < mna 

b<mna 

Clave yK] 


* • Completamos ángulos, se tiene: 

t m«ABC = mcACB = 90° - 2p =* AB = AC 

* . También: m<ADB = 60°-p 

* y mcABS = 60° - 2p 

* • Se traza AS tal que: 

* m<ASB = 60° + 2p => AB=AS y 

.> mZSAC = 60° 

* => AASC: equilátero => m<CSD=2p y 

* CS = SD = a => ACSD : isósceles 

* =* m<SDC = m«SCD = 90° - p 
=> 60° - p + x = 90° - p 


x = 30° 


Clave ycl 
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Resolución 


N° 261 


• Analicemos las proposiciones 

I. Como un triángulo se obtiene a partir 
de tres puntos no colineales, entonces 
el mayor número de triángulos que se 
obtiene con 8 puntos como vértices es: 

Cf =56 

La proposición es verdadera. 

II. A partir del estudio de naturaleza del 
triángulo, como: 4 2 > y[l + 2 2 , el 
triángulo es obtusángulo. 

La proposición es verdadera. 

III. Un triángulo escaleno puede ser 
oblicuángulo (obtusángulo o acután- 
gulo) o rectángulo. 

La proposición es falsa. 

Clave yol 


Resolución 
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D 


Piden x, en función de “n” e “y” 


• En AADC: x = a-0 

• En AABC: y = (n + l)a - (n +1)0 


=> y = (n + l)(a_^_0) 
x 


X 


y 

n + 1 


Resolución 


N° 263 




• Nos piden el mayor valor entero di» * 

• Dato: a + b + ¿ = 20 

• En AAPC: como a<0=*x<a • (I| 

• En AAPQ: a<b + ¿=>2a<a + b s t 

20 ^ 

=> a < 10 .. (II) 

• De (I) y (II): 

x<a<10=>x<10 

• Por lo tanto el mayor valor entero iln 
x, es 9 
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Se traza AR tal que m<BAR = 20 
Por ángulo entre bisectrices, en: 

AABC: mcARC = 90"-r — = 110° 
2 


AARC: m<ANC = 


110 


• ACBN : x = P + 0 

• AABM : isósceles 

m<ABM = m<AMB = 90-0 
=> m<BAC = 20 

• En t^.ABC: 2p + 20 = 90° 

=* P + 0 = 45° 

x = 45° 

Clave 7ñ) 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

* Resolución 
- 


X = 55° 


Clave TU 


N° 266 


Resolución 


N° 265 




Piden: x 
De los datos: 

mcBCN =* 90° - 3p 

=> m<PCN = m<NCL = 90° - (3 


❖ 

❖ 

<• 

* 

•> 

❖ 

<• 

❖ 

* • En APCA , se tiene: 

❖ 

<• 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


. Dato: a - b = 1 y AB = BC 
• Como: 

AB = BC => m<PCA = 2a 


m<PCA = 2(m<PAC) 

Se prolonga AC y se traza PR tal que 
m<PRC = a 

=> FC = RC = b y PA = RP = a 
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En APQR , se tendrá: 

m<QPR = m<PQR = a + 0 
=> RQ = a 
x + b = a 
x = a - b 
x = l 

Clave /r] 


mi 


Resolución 
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• Nos piden el menor valor entero <U> g 

• Se tiene a + p = 2x 

• Por teorema de la correspondencia . .. 
el triángulo ABC: 

- Como m > a => p > 180° - 2x 

n>a=>«> 180 °- 2 x (ll| 

Sumando (I) y (II) : 

a + P > 360° - 4x 
2x 

=> x > 60° 

Por lo tanto el menor valor entero <it n 
es 61 °. 

Clave 


Resolución 1 


N° 269 


Del dato: AB=AD y 

m<BAD = 60° => AABD 
equilátero =>BD = ay m<DBC = 80° 
ABDC: isósceles 

=> m<BDC = mcBCD = 50° 



=» x + 20° = 50° 


.. x = 30° 


<• 

A 

❖ 



Dato: AB = BC 
=> m<ABC = m<BCA 

20 + P = 2 x + 0=^0 + p = 2 x 
En APQR: 3x + 30 + 3p = 18O c 

=> x + 0 + p = 60' 

2x 

.. x = 20° 

Clave ylü 
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B 



Piden el valor entero de x-fy 

I Mto: 

a + b + c = 10 

b, toma su mayor valor entero 
l.n AABC: 


b < a + c => 2b < a + b + c 
=> b < 5 

• Del dato: b = 4=>a + c = 6 

• I n la parte sombreada, por teorema 41: 

x + y < a + c 


=> x + y < 6 ... (I) 

• l .n AAPC: 4<x + y (II) 

• De (I) y (II): 

4 < x + y < 6 

Por lo tanto el valor entero de x + y , 

es 5. 


iLSOLUCIÓN 
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Clave ya 


Analicemos las proposiciones a partir 
del siguiente gráfico: 



• Como m < a =» se prolonga DB tal 
que DP = a => m<APC = 90° 

• En : a >90° 

La proposición es verdadera. 

II. La proposición es verdadera, es con¬ 
secuencia del primer gráfico. 



. Como b > a => se ubica R en BD , tal 
que DR = a => m<ARC = 90° 


. En /\ : a <90° 


La proposición es verdadera. 


Resolución 


N° 272 


Clave 751 


F 
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ClíZCAH© 


GEOMETRIA j 


• Nos piden la suma del mayor y me¬ 
nor valor entero de x. 

• Como AB = BC => BÉ//AC 

m<BAE = m<BEA => AB = BE = 8 

• E n AABE: x < 8 + 8 => x < 16 ... (I) 

• Como el triángulo ABC es isósceles: 

=> 26 < 90° => 3 > 90° 

• Por teorema 21: 

x 2 >8 2 + 8 2 

x> 11,31 ... (II) 

• De (I) y (II): 

11,31 < x < 16 

• Por lo tanto en mayor valor de x es 15 
y el menor es 12 . Luego la suma pedi- 

da es 27. 

Clave ycl ; 


y° 273 



• Piden: x 

• ABPC: x + ó + p = 180° 

• EnZl(ABPC): 

n(0 + P) = x + y 

=>0 + P = 2i±V 
n 


=> x + ^-tv) = 1 80 ° 

n 

x = ~(180°n-y) 
n + 1 

Clave yC\ 

Resolución I3EZ1 
B 



• Nos piden: x 

• En AAQC: x + a + p = 180° 

• ^n A ABCQ : x = y + na + np 


x-y = 

n 


a + p 


>x + 


x-y 


= 180 


• x = —L (180°n + y) 
n 4- 1 

Clave A¡ 


Resolución 


N° 275 


B 



EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


En AABP: 

* « 

Piden: x 

x 4- p + a - 0 = 180° 

... (I) * • 

Dato: a4-b = 250° 

En la parte sombreada: 

* . 

Del gráfico: a + b 4 - m = 360 c 

x + 0 = 90° + p 

... (II) * 

m = 110 c 

Sumando (I) y (II): 

v • 

En la parte sombreada: 

2x +a = 270° 


x 4- m = a 4- b 

. . x = 135°- a 

2 

❖ 

=>x + 110 ° = 250° 


Clave ySl * 

. . x = 140° 


Kksolución 


N° 276 


Clave TbI 


B 



• Piden: x 

• En fc^APC: y + 6 + 60° - 0 = 90° 

=>y=30° 

• En fcs.PQC: x + y = 90° 

. . x = 60° 

Clave ypl 

Resolución 


N° 277 



* Resolución! 

❖ 


❖ 

❖ 


N° 278 



Dato: EF = EC y AD = DB 
=> m<EFC = mcECF = n 
Como: m + n = a =» m<FCB = m 
En AFBC : m<CBF = n 
En A ADB , como AD = BD 
=> m<DAB = n 
En AABS : m + n + P = 180° 


a + p = 180° 


Clave yal 
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CUZCANQ 


. GEDMETdl» 


Resolución 


N° 279 


Resolución 


N° 281 



• Piden: x ❖ 

• Dato: 8 + co = 180° y DG = GC * 

=> m<GDC = m<DCG * 

• En AABC: oc+ 5 + 80° = 180° ...(I) ♦ 

• En ADSE: a + 5 + x=180° ...(II) J 

De (I) y (II): * 

x = 80° * 

Clave /b1 * 


Resolución 


N° 280 




x 

Piden: ^ 

Dato: MT = MD y NB = NC 
=> mcNBC = m<NCB = 0 
y m<MTD = m<TDM = 0 + y 
En CANSTD: 

x 4- 4- 2y 


= 2 


Clave ySI 


Resolución 


Piden x en función de 0 . 

En EXEABD: 

x + p = 45° + co + 0 

Pero: p = 9O°-0 y co = 90°-~ 

2 



x = 45° + — 0 
2 


Cl ave/B] * . En a rnP : 


. Dato: MP = PN 
. En fc\ABC: m <BAC = 20° 

. En AALM: a + 20° = 0 ... (I) 

a + x = 0 ... (II) 
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IIIITORIAL CUZCANO 


TRIANGULOS 


. De (I) y (II): x * a = a - 20° 

=> x = 20° 

• I n ANJC: 

VQ° +0 + 0 - 20° = 180° => 0 = 65° 

x + 0 = 85° 

ciave yin 

Id solución . 


N° 283 


Resolución 


N° 284 



. Dato: a + p-0 = 7O° 

AB = BC y ED = DC 

• En ABSD: 2m 4 - 2n = 180° 4 - 20 

=> m 4- n = 90° 4 - 0 
. Luego: m<ECA = 90° - 0 

• En la región sombreada: 

x = a 4 - p 4 - 90° - 0 

=> x = 90° 4- a 4- p - 0 

x = 160° 



Piden: x 

• Dato: AB = AC 

. En ABCP: 

mcBCP = 2(m<CBP) 

• Se prolonga BC y se traza PS tal que: 

m<PSC = 0 => PS = 9 

• ACSP : isósceles => CS = CP = x 

. En ASQP: QS = SP 
X4-3-9 

x = 6 


Clave ycl 


* Resolución 


N° 285 


Clave yAl 1 
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CPZCANg 


. GEOMETRIA 


Al prolongar CD nos damos cuenta: 
m<MDB = 86° y m<BCD = 16° 

(Corresponde a uno de los criterios de 
trazos auxiliares) 

Se traza BM tal que: 

mcBMD = 16° => BC = BM = MD 

Como MD = DA y m<ADM = 60° 

=> AADM es equilátero 
=> AM = MB = a 

AAMB: isósceles 

=> m<MAB = m<ABM = 52° 

En ADMB 


• En ABPC , por ángulo entre bisct trli 

ces: 

m<BNC = — <BPC 
2 

=* * m<BPC = 176° 

x = 4 o 


Resolución 


N° 287 


Resolución 


x + 52° = 82° 

x = 30° 


N° 286 



Clave yc\ 



• Piden el mayor valor entero de: xy po» 
existencia: 

x + y < 7 

• Por dato x + y es mayor entero 

=> x + y = 6 

• Como MG < MA , para x e y: 

=> xy <9 

• El mayor valor de xy, es 9. 


Piden: x 

Dato: (3 +a = 180° y y es el mayor 
entero par 

Como a + p = 180° , al prolongar CB , 
se cumple m<ABL = a, también ten¬ 
dremos 2a < 180° => a < 90° 

• En ABNC : y<a=>y<a< 90° 

=s> y < 90° 

Como y es mayor entero =>y=88° 


Resolución 


N» 288 
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IDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS . 


. En AABM: x + p + y=180° 

. En E^AHQ: p + y=90° 

=* x + 90° = 180° 

.. x = 90° 

Clave 7C1 


RESOLUCIÓN 


N° 289 



. Por ángulo entre bisectrices se tendrá: 
En , el ángulo mide: 0/2 
En P 2 , el ángulo mide: 0/4 
En P 3 , el ángulo mide: 0/8 
y así sucesivamente. 

• Nos piden E: 

Donde: E = 0 4- ~ + ~ + ^ +... 

2 4 8 

=> E =e+i(e+¡+|+...| 

É 

=> E = 0 + -E 
2 

E = 20 

Clave y51 


Resolución 


N° 290 



* . Piden el mayor valor entero de x. 

* • Dato: a > C 

* • En APQC: como a > ( => y > x ... (I) 

* • En CAABQP: a + p = 140° + y 
? • Pero: 

V 

$ a + P + y = 180° => 140° + 2y = 180° 

t =* y = 20 ° 

$ • En (I): 20° >x 

* * Por lo tanto, el mayor valor entero es 


19°. 


* Resolución 


Clavey 


N° 291 



♦ • Piden: x 

l • Dato: m<ABC - m<BCA = 40° 
t => 4a - 4p = 40° 

* => a - p = 10° 
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CUZCANC 


geometría 


En la región sombreada, por teorema * 
30 * 


Resolución 


N° 293 



Piden: x 

Dato: SE=SC y SD=SA 
=> ASEC y ASDA : isósceles 

=>m<SEC = m<SAD = a 
=> DA//BC 

Por ángulos alternos internos: 
x = m 

=>AABC es equilátero 

x = 60 ° 


mcBAC = 


m<BNC 


=> m<BAC = (j) 

’ Se prolongan AB y ÑM , en ASNA 

m<ALN = 90° + ™- <BSM 

2 

=> m<BSM = 20° 

En ABSM: 

x + y = 180° + 20° 

x + y = 200° 


Clave Tí?] .t 


Clave >H| 
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EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Resolución I 


N° 294 


B 



En AAGC : 29 +2p + 48° = 180° 

=> 0 + P = 66° 

x + y = 138° 

Clave /ñl 


• Dato: EB = ED y DF = BD 

^ AEBD y => A DBF : isósceles 

• En AEBD: x = 29 

• En A DBF: m<BDF = m<DFB=90°-9 

=> m<FBD = 29 * 

• Como AABC es equilátero t 

9 + 29 = 60° => 9 = 20° t 

x = 40° * 

Clave Sñ¡ l 

Resolución 


N° 295 



Dato: m<BNC = mcAMC 

En AAMC, por ángulo entre bisec- 
trices 

m<AJC = — < ^ MC => m<AMC = 2y 



• Del dato: m<BNC = 2y 

• En ANBC: x = 90° + ^ 

.. x - y = 90° 

Resolución 


N° 297 


Clave TbI 


Dato: CP = CQ t 

En A ABE: y = 24° + 9 * 

En AAFQ: x = 48° + p * 

=fx + y = 72° + 9 + P ...(I) t 



• Nos piden la relación entre a y d. 
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CUZCAN& 


GEOMETRIA 


En A ABC : a < 2m 
En ABFC: m<2¿’=>2m<4( 
En ABQP : t < 2d =* 4f < 8d 

De (I) y (II) y (III): 

a < 2m < 4¿ < 8d 

a < 8d 


... (I) ¿ 
... (id * 
... (ni) * 


Clave y51 * 


Resolución 


N° 298 


B 



• Piden: x-y 

• Dato: x + y = 150° y MC = CN 

=> A MNC isósceles 

• En AABM: x + 0 = 0 + 2y =>x = 2y 

• Del dato: 2y + y = 150° 

y = 50° a x = 100° 

x - y = 50° 


Clave yB] 


Resolución 


N° 299 



• Piden: x 

. Dato: AB = BC = CD 

=> A ABC y A BCD isósceit.^ 

• En ABMC : x = 0 + p 

• En E^BLC: 20 + 20 = 90° 

=> 0 + 0 = 45° 

.-. x = 45° 

-ClavsyC] 

Resolución I 


N° 300 



• Al completar “ángulos” en AADB, se 
observa: 

m<DAB = 2(m<ABD) 

• Se traza DE tal que m<EDB = 18° 
=> AD = DE = EB = a 

=> ADEQ es equilátero => EQ = a 
=>AEQB es isósceles 
=> m<EQB = m<EBQ = 18° -i- x 

• En la parte sombreada: 

x + 18° + x = 18° + 60° 
x = 30° 
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Clave yj>1 
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CUZCANQ 


GEOMETRIA 



N° 1 


Del gráfico, calcule x. 



Problema 

En el gráfico : 

m<ABC + m<BCD = 140° 
calcule x. 



A) 110° B) 120° C) 140° 

D) 160° E) 170° 

Problema ^ 

Se tiene un triángulo en el cuál dos de 
sus lados miden 3 y. 6. Si el tercer lado 
tiene por longitud un número impar. Cal¬ 
cule el menor valor del perímetro. 


* A) 12 B) 13 C) 11 

* D) 14 E) 16 

* Problema ¿ L* q 

* En el triángulo ABC se traza la cevirtim 
•> interior BD. Si AB = AD, BD = DC v 

* m<ABC = 120°. Calcule m<ACB 

* A) 10° B) 12° C) 20“ 

* D) 30° E) 40° 


N° S 


* En el gráfico, AM=AN y PC=NC . 
t Calcule x 

V 



* A) 39° B) 45° C) 67,.V 

* D) 36° E) 60° 


? Problema 


N° 6 


* En el triángulo ABC se cumple: 

* AC = 2(AB) y m<ABC = 3(m<BCA) 

* Calcule m<BCA 


l OH ORÍ AL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


A) 30° 

D) 40° 

Problema 


B) 25° 
E) 20° 


I n el gráfico, AQ = QP, 
AB 16. Calcule AC 


C) 60° 


PB = BC y 


Problema 


N° 10 


Del gráfico, calcule x 



Problema! 




B) p 
D) 2p 



Problema! 


* En el triángulo MPN se traza la altura NQ, 

* tal que mcMNQ = 20°, m<NPM = 40° y 
<• NP = 6. Calcule MP 

C) 6 


1 )el gráfico, calcule x en función de p . 


A) 48° 
D) 59° 


B) 60° 
E) 61° 


C) 46° 


A) 3 
D) 7 

Problema) 


B) 4,5 
E) 8 


En el gráfico, a + 0 = 140° • Calcule x 



A) 60° 
D) 110° 


B) 100° 
E) 120° 


C) 8CB 


N° 13 


l .n el triángulo ABC (AC = CB), se ubica 
P y Q en AB y BC respectivamente. Si 
PB = QC . Calcule el menor valor entero 
de m<BPC . 


Problema | _ 

En el gráfico, el triángulo ABC es 
equilátero, calcule x B 


A) 30° 

B) 80° 

C) 60 c 

D) 45° 

E) 75° 










































CUZCAN© 


litOMETRIA 


Problema 


N° 14 


Del gráfico, calcule x. 



D) 80° 


E) 40° 


Problema I 


Del gráfico, calcule x + y . 



D)200° E) 170° 


ProblemaÍ:¡J lr ^ 

* En el triángulo isósceles de base AC, .<• 

* traza la bisectriz interior CQ. Si AQ 

* calcule el valor entero de CQ, 


* A > 1 B) 2 q 3 

* D) 4 E) 5 


Problema! 


❖ Del gráfico, calcule x + y 



❖ Del gráfico, calcule mcBDC. 



* A) 30° B) 60° C) 45“ 

* D) 35° E) 70° 


Problema 


N° 16 


En el triángulo ABC se traza la bisectriz 
exte rior BD (D en la prolongación de 
AC) y en el triángulo CBD se traza la 
bisectriz interior CE. Si BE = 6; calcule 
el menor valor entero de CD. 


A) 5 B) 6 C) 7 

D) 8 E) 9 


Problema 


N° 20 


Del gráfico, calcule a + b + c + d+ e + fig 
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EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Problema! 


Ln el gráfico, a + P + 0 = 80° . Calcule x 



A) 100° B) 80° C) 160° 

D) 140° E) 120° 


Problema! 


Del gráfico, calcule x-y 



* Problema 

* En el triángulo ABC, se trazan la altura 

* AH y la bisectriz interior BE < las cuales 

* se cortan en F. Si m<BAC = 64° y 

* m<BCA = 42° . Calcule m<AFB . 

t A) 107° B) 127° C) 

l 132° 

l D) 143° E) 150° 


Problema! 


En el triángulo isósceles ABC(AB = BC), se 
ubican R y Q en las prolongaciones de 
BC y ÁC respectivamente, se ubica P 
en BQ. Si AP = PQ, BQ = AB + 3 y 

m<BRQ = 90° - m<PAP 

Calcule CR 


t A) 2 B) 5 C) 6 

* D) 4 E) 3 


Problema 


N° 26 


J En el triángulo DBE se traza la bisec 
¿ interior DC y en el triángulo DBC se traz<i 
* la ceviana interior BA. Si AB = BC calcu 
? m<A BD 
t 6 m<CED* 


t A) 1 B) 2 C) 1/2 

t D) 5/2 E) 3/2 


Problema 


N° 23 


En el gráfico, L 1 //L 2 calcule x 



* Problema 


N° 27 


J En el gráfico, AB = 6, BE = 2 y 
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CUZCA N® 


GEDMimll 



Calcule x 



Problema 

En e! triángulo ABD se^rbica C en la re 
Qión exterior relativa a BD , E se encuen 
tra en la prolongación de AD. 

Si AB = BD = BC y m<ABC = 90°. 
Calcule m<EDC. 

A) 50° B) 45° C) 56“ 

D) 40“ E) 60° 
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TRIÁNGULOS 


I‘ uoblema|¿iJlE1 

I n el gráfico, p + a = 100°. Calcule x. 



A) 80“ B) 100° C) 110‘ 

D) 160° E) 120“ 



❖ 

* A) 130“ B) 140° C) 150' 

♦ D) 110° E) 120“ 


N° 35 


En el triángulo ABC se traza por B una 
recta paralela a AC , la cual es 
intersectada en P y Q por la bisectrices 
de los ángulos BAC y ECB en P y Q res¬ 
pectivamente (E en la prolongación de 
AC). Si AB=4 y BC = 5. Calcule PQ. 

A) 3 B) 2 C) 1 

D)5 E) 4 


Problema 


N° 38 


* En el gráfico, <!> + 9 = 180° , Calcule x. 



Problema 


N° 36 


Se tiene la región triangular ABC de perí- * 
metro 16, por A se trazan rectas parale- * 
las a las bisectrices interiores (trazadas ❖ 
desde B y C), intersecando a BC en M y * 
N. Calcule MN. * 


A) 12 B) 20 C) 9 

D)16 E)8 


Problema 


A) 18° B) 40° C) 10 c 

D) 20° E)15° 


Problema 


N° 39 


En el triángulo ABC, se cumple: 
m<BAC = 40° y m<ABC = 60° 


se traza la ceviana interior BD, de modo 
que AB = BC¡fi- CD . Calcule m<BDC . 


En el gráfico, a + p + 9 + tú = 150° * A) 50° B) 75° C) 80“ 

Calcule x. * D) 60“ E) 70° 
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CUZCAN® 


. GEOMETRIA 


Problema 

Del gráfico, calcule x. 



D) 50° 


Problema | 


E) 40° 


En el gráfico, 2(m<BTA) = 5(m<CDA), 
calcule x. 



A) 70° 

D) 110° 

Problema I 


B) 80° 
E) 120° 


C) 100' 


Si a + P + 9 + y=140° , calcule x. 



A) 140° 
D) 70° 


B) 100° 
E) 60° 


C) 80° 


N° 43 


•i Problema} 

* En.el triángulo ABC, se ubican en Alt 

* BC y AC se ubican P Q y R respectiva 
t mente. Si PQ//ÁC , ÁQnPR = <S), 

* AS=AR y AQ = 10. Calcule PQ+AR 

X A) 8 B) 7,5 C) 5 

* D) 10 E) 12,5 


Problema! 


N° 44 


Del gráfico, calcule x + y . 



Problema I 


X En un triángulo rectángulo ABC (recto ni 

* B), se traza la altura BH y en el triángulo 
<. HBC se traza la ceviana interior BD, tnl 

* que m<BAC = 2(m<HBD), AB = 8 v 

* BC=15. Calcule CD 


A) 8 
D) 7 

Problema I 


B) 9 
E) 6 


C) 10 


* En un triángulo se cumple que las medí 
... das de los ángulos exteriores están en pro 

* gresión aritmética. Si el menor ángulo in 
terior mide 30°. Calcule la medida del m.i 

X y°r ángulo interior? 


A) 60° 
D) 120° 


B) 75° 
E) 70° 


C) 90" 


EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Problema 


N° 47 


* Problema^E ^ 

hn el triángulo ABC, se ubican los pun- ¿ En el gráfico, m + n = 6x. Calcule x 
los D, F y E en AB , AC y BC respecti¬ 
vamente. En los triángulos AFD y FEC se 
1 razan las bisectrices interiores FÑ y FQ 
respectivamente. Si m<ABC = 40°, 

AD=DF y FE = EC. Calcule m<NFQ. 

A) 100 c B) 105° C) 110° 

D) 120° E) 140 c 


Problema 


N° 48 


-n el gráfico, a + b = 300° . Calcule x. 


N° 49 


Problema I 

Del gráfico, calcule x. 


En el gráfico, AC = BC y CE=CF; calcule x 





j D) 50° 

A 

? Problema I 


E) 60° 


En el triángulo ABC, se ubican en AC y 
BC los puntos P y Q respectivamente. Si 
AB = AP = PQ = QC y m<BAC = 60°, 


* D) 18° 


B) 20° 
E) 22° 


C) 15° 



* Problema 

* En el gráfico, AB=AC, calcule x. 



i D) 12° 


E) 20° 


PROBLEMA^LÍ-TB 

* En el gráfico, L¡//L¿, calcule x. 
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geometría 



Problema |£ J-Y^ 

En e! triángulo ABC se ubica P en la re 
gión interior, el perímetro de la región AH( 
es 10 y AC toma su mayor valor entero 
Calcule el valor entero de PA + PC. 

A ) 4 B) 5 C)6 

D)8 E) 9 


Problema 


N°S8 


N° 55 


En el triángulo ABC, se traza la altura 
BH y la bisectriz interior BD. 

Si m<BAC - m<BCA = 44°. 

Calcule m<HBD. 

A) 22° B) 30° C) 56° 

D) 38° E) 44° 


X un triángulo ABC se trazan la» 

* cevianas interiores BE y BD(E e AD). 

* Si AB=AD, BC = EC y 

$ m<EBD m<DBC 

<. —g =--- = m <ABE 

* Calcule m<EBA 

l A) 15° B) 20° C) 30" 

* D) 12° E) 18° 

* 


Problema 


N® 56 


En el gráfico calcule x. 


Si m<BAE = m<EAC 



Problema 


N° 59 


Se tiene el triángulo escaleno ABC, tal 
que AC=4 y BC=7. ¿Cuántos valores en 
teros puede tener AB? 


A) 7 B) 5 C)4 

D)6 E) 8 


Problema 


N° 60 


* En unjriángulo ABC se ubica R y S en AC 

* y AB respectivamente, si AB = BR, 

* CB= CS, m<ABR = y y m <ACS = a. In 
X dique la alternativa correcta. 


X A) y = 2a 
* D) y<a 


B) y >a. C) a = 2y 


E) Y>| 
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Problema 


N° 61 


SEMINARIO 2007-11 


En un triángulo ABC se cumple que 

m<A = 3m<C ; AB=3u y el ángulo 
ABC es obtuso. Calcule la longitud ente¬ 
ra de BC . 


A) 7 B) 4 C)5 

D) 6 E) 8 


Problema 


N° 62 


SEMINARIO 2007*11 


En un triángulo ABC equilátero se ubica 
el punto_D exterior al triángulo, de mane¬ 
ra que BD interseca a ÁC . Si el ángulo 
ADC es obtuso, AD = 7 y 00=13, enton¬ 
ces el mayor perímetro entero del trián¬ 
gulo ABC es: 

A > 55 B) 56 C) 57 

D) 58 E) 59 


* ca e J punto D y se une con el vértice A. 

* Si : 2(m<CDA) = m<BAC + m<ABC 

* y CD = 6u 

* entonces la longitud de ÁC (en u) es: 

t A ) 5 B) 4 C) 8 

t D) 5 E) 7 


* Problema 


N° 65 


SEMINARIO 2006-11 


.-. En un triángulo ABC, la bisectriz exterior 
* del ángulo A interseca al rayo BD en el 
X punto D. 


Si : mcDBC = 2(m<ABD), 

X m<BCA = m<DCA y m<BDC = 80° 

X entonces la m<BDA es: 


t A) 22° B) 23° C) 24° 

X D) 25° E) 27° 


Problema 


N° 63 


SEMINARIO 2006-11 


Problema 


N° 66 


SEMINARIO 2006-11 


En la figura mostrada se verifica que: 

m<BAD + m<BCD = 60° • X 

La medida del ángulo agudo que forman X 
Lj y L 2 es: X 



En un triángulo isósceles ABC(AB = BC) 
se traza la bisectriz interior AD (De BC). 
Si CD = 8u^ntonces la mayor longitud 
entera de AD (en u es): 

A) 14 B) 15 C) 16 

D) 18 E) 20 


Problema! 


N °67 


SEMINARIO 2006-11 


En un triángulo ABC sus lados miden: 


Problema SEMINARIO 2006-11 

En el lado BC de un triángulo ABC se ubi- 


AB = 2x -1, BC = 6-x y AC = 3x-l 
Si x es un número entero positivo, enton¬ 
ces el triángulo es: 
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CUZCANO 


GEbMETRM 


A) Isósceles B) Acutángulo 

C) equilátero D) Obtusángulo 

E) Rectángulo 


Problema SEMINARIO 2006-11 

Los lados de un triá ngulo escaleno miden 

, 3|i y \¡x 2 -3 .Si x > 0 , ¿Cuántos 
valores enteros x existen? 


A) 2 
D) 5 


B) 3 
E) 6 


C) 4 


Problema 1^1^ SEMINARIO 2006-11 

En un triángulo rectángulo ABC se tra¬ 
za la altura BH, en el triángulo BHC se 
traza la ceviana interior HQ y en el trián¬ 
gulo AHB se traza la bisectriz interior 
BM. Las prolongaciones de BM y QH 
se intersecan en R Si PM=5cm, 
HC = 15 cm , m <A = 72° y 

m<BPQ = 40,5° ; entonces la longitud de 
BC (en cm) es: 

A) 10 B) 15 C) 20 

D) 25 E) 30 


* Si : m<BAC = 40° y m<AEC = 45° 

* entonces la medida del ángulo agudo que 

* forman las rectas BC y AE es: 

X A) 60° B) 70° C) 75° 

X D) 80° E) 85° 

* Problema 1er P.C. 2005-1 

* En un triángulo ABC isósceles, 
.> m<ABC = 100° , se trazan las cevianas 

* BP V ÁQ (Pe ÁC y Qe BC) tal que: 

m<PBC = m«BAQ = 30° 

* Entonces la mcBPQ es: 


❖ A) 30° 

❖ D) 60° 

❖ 

•> Problema I 


B) 40° 
E) 70° 


C) 50° 


Ira C.P 2005-11 


♦ Dado un triángulo, donde sus ángulos in 

* tenores miden (x + 7), (x — 7) y (2y — x) 
v ¿cuál es el menor valor entero que puede 
X tomar y? 


Ira P.C. 2004-1 ❖ 


Problema 

En un triángulo ABC recto en B, se traza 
la altura BH. La bisectriz del ángulo ABH 
interseca a ÁC en el punto M. Si 
AC = 18u y BC = 15u , entonces la longi¬ 
tud (en u) del segmento AM es: 


A) 44° 

D) 50° 

Problema 


B) 46° 

E) 51° 


C) 48° 


Ü1 74 


A) 1,5 
D) 4 

Problema! 


B) 2 
E) 3 


C) 2,5 


Ira PC 2006-1 

* Se tiene el triángulo ABC, las bisectrices 

* interiores trazadas donde A y C se cortan 

¿ en 1. Si AI = 6u , CI = 2u y AC es un nú 
X mero entero. Calcule AC (en u) 

X A) 4 B) 5 C) 6 

£ D) 7 E) 8 


Ira P.C 2004-1 X ?.ft OBLEMA ! 


En un triángulo ABC se trazan la bisectriz 
interior del ángulo A y la bisectriz exterior 
del ángulo C, las cuales se intersecan en 
el punto E. 


ira PC 2006-1 

* En un triángulo ABC, se trazan la media 

* na AM y la altura BH. Si m<ABH = 45" 

* y m<BCA = 30°. 


EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


Halle mcAMH. 

A) 10° B) 12° C) 15° 

D) 18° E) 20° 

Problema I^JrU Ira PC 2006-11 

Se tiene el triángulo ABC, Pe AC , 
Qe BC , AB = BP = PQ = QC . Calcule el 
mayor valor entero que puede tomar la 
medida del ángulo BCA 

A) 28° B) 29° C) 30° 

D) 31° E) 32° 


t Halle la longitud de ÁC si se sabe que es 

* un número entero. 

❖ 


* A) 2 B) 3 C)4 

t D) 5 E) 6 


Problema 


N°80 


ler EXAMEN PARCIAL 2005-1 

❖ 

X En un triángulo escaleno ABC, donde 

X AB < BC , se traza la bisectriz interior BD, 
X entonces podemos afirmar que: 

❖ A) m <A - m<C = m<BDA - mcBDC 

<• B) m<A + m<C = mcBDC + m<BDA 


Problema I 


N° 77 


Ira PC. 2006-11 


Se tiene el triángulo ABC, Pe ÁB , 
Qe BC y ReQC. Si m<BCP = 30° 


m«BAQ = mcCAR = 20° ; m<QAR = 40° 
y m<PCA = 50° 


Calcule mcPQA . 


$ C) m<A + m<C = m<BDC - m<BDA 
❖ 

❖ D) m<A - m<C = m<BDC + m<BDA 

❖ E) m<A - m<C = m<BDC - m<BDA 

❖ 

X ProblemaH üLlj Texto cepre-uni 2004 

X Dado un triángulo ABC y un punto P ex- 
l terior tal que PCnAB*<¡>. Si PA = 5u; 


A) 25° B) 30° 

D) 40° E) 45° 


0 35° * y BC + AC = llu. Calcule el 

❖ máximo valor entero de la longitud de 
X PC (en u). 


Problema ira P.C 2007-1 

Se tiene el triángulo ABC, en BC se ubica 
R en PC se ubica Q y en AC se ubica R, 
m<PAQ = mcRPQ = 30° , mcBAP = 20°, 
m<QAC = 10° y m<APR = 70°. 

Calcule m<AQR 

A) 15° B) 20° C) 25° 

D) 30° E) 35° 


Problema 


N° 79 


ler EXAMEN PARCIAL 2002-1 


En un triángulo escaleno ABC, las 
bisectrices interiores trazadas desde A y 
C se intersecan en 1. Si AI=3 e IC = 4. 



t A) 15° B) 30° C) 45° 

t D) 30°-a E) 15° +a 
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CUZCAN& 


GEOMETRÍA 


Problema texto CEPRE UNI 2004 

En la figura MQ = 12u ; PN = 16u y 
MN =8u . Halle el mayor valor entero de 

PQ. 

A) 4u 

B) llu 

C) 15u 

D) 19 u 

E) 21u 


Problema 


ÜLSL 


ler SEMINARIO 99-1 



N 


* ABC es un triángulo, E es un punto ex 

* terior relativo a AC , tal que AE=8m ; 

% m<AEB = m<BEC ; 

J m<EBC = m<BCA - m<BEC y 

* m<BCA + m<BEC = 90° 

* Calcule AB en metros. 

£ A) 6 B) 7 C)8 

E) 10 


* D) 9 


Problema TEXTO CEPRE UNI 2004 

En un triángulo ABC; AB=3u y BC= lOu, 
siendo AFC un triángulo equilátero. Cal¬ 
cule el mayor valor entero del perímetro 
del triángulo AFC. 

A) 22u B) 24u C) 36u 

D)39u E)38u 

Problema ler SEMINARIO 99-1 

En jan triángujo ABC, m<B = 60°, 
PeBC; Qe AC y PB = AQ = AB y 
m«QAB = m<AQP . Calcule m<QPC . 

A) 40° B) 50° C) 60° 

D) 45° E) 35° 


Problema I 


ler SEMINARIO 99 I 


En la figura AD = BC , calcule x 



Problema I 


ler SEMINARIO 99-1 


En la figura, calcule : 

oi + p + 8 + £ + <j)-l-0-|-(ú 


A) 100° B) 101° C) 120" 

D) 121° E) 150° 

Problema boU-l'l ler SEMINARIO 99 1 

Dado el triángulo rectángulo ABC, 
PeAC, AP<PC, AC = 2(BP) y 
m<ABP = 0. Calcule m<C 



A) 30° + 
C) 30 o - 


B) 30°+ | 
D) 45° + | 


E) 45° 


Problema! 


N° 90 


_ _ ler SEMINARIO 98 II 

En el gráfico ¿cuál de las siguientes rula 
ciones es correcta? 
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EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 



B) y + z = a + b 

C) m + x = co+n 

D) x + z + n = G)+c + m 

E) x+y+n=a+b+m 


Problema ler SEMINARIO 98-11 

En un triángulo rectángulo ABC 
(m<B = 90°) sobre AC se toma un punto 
D (AD < DC) . Si AC =10; BD = 5 y 
m<C = 38°. Calcule m<ABD. 


A) 10° B) 14° C) 16° 

D) 20° E) 24° 


Problema ler SEMINARIO 98-11 * 

En un triángulo ABC, AB = k y BC = k+5, t 
por B se traza una paralela a ÁC que * 
corta a la bisectriz interior de A en P y a ♦ 
la bisectriz exterior de C en Q. Calcule * 
PQ. 

A) 10 


PROBLEMA ler SEMINARIO 98-11 

En el gráfico, 2(m«NMP) + m<MNP = 6. * 
Si MQ, QR t ÑR y PQ S on bisectrices 


B) 


C) 5 


£, (2+jO 
; 2 


de los ángulos NMR PQM . MNP y SPN 
respectivamente. Calcule 


N 



> 

NO 

O 

1 

4 ^ 1 - 0 - 

B) 

90° - $ 

3 

C) 90°-^ 
1 2 

D) 90 -6 

E) 

90°-- 

5 



Problema 


Ü12á 


ler SEMINARIO 98*1 


En un triángulo ABC acutángulo. la me¬ 
dida del ángulo interior en A excede en 
28° al ángulo interior en B. Calcule la 
medida del ángulo entre la bisectriz exte¬ 
rior en C y la altura CH. 


A) 98° B) 100° C) 102° 

D) 104° E) 106 c 


Problema! 


N°9S 


ler SEMINARIO 98-1 


En el gráfico a, b. c, d y e son números 
pares consecutivos en orden creciente. Si 
OA = OB, calcule a + d- 
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Problema ler SEMINARIO 98-1 

En un triángulo ABC, obtuso en B se 
cumple que m<A = 2(m<C) y AB = 4u. 
Calcule el valor entero de BC. 

A) 5 B) 6 C) 7 

D) 8 E) 9 

Problema!! ler SEMINARIO 97-1 

En un triángulo isósceles ABC(AB = BC), 
se construye exteriormente el triángulo 
BCD (BD = 4 y CD = 3). 

Si BC > AC > CD y el ángulo CDB es ob¬ 
tuso. Si las longitudes de los lados del 
triángulo ABC son números enteros. Cal¬ 
cule el máximo valor entero del períme¬ 
tro de ABDC. 

A) 16 B) 15 C) 17 

D) 18 E) 14 


Problema 


N° 98 


ler SEMINARIO 97-1 


En el gráfico L¡7/L 2 , AM=a y BM = b, 
calcule AJ. 



D)a + | E) |(a + b) 


Problema 


N° 99 


ler SEMINARIO 97-1 


fin un triángulo ABC se trazan las 
bisectrices interiores BD y CF luego se 


trazan los rayos FP y DP , tal que: 
mcBFP _ 3 mocCDP 3 
m<PFC 2 y m-íPDB = 2 

Si: m<BAC = 0 . Calcule: m«FPD 

A) 60»4 B) 54”-» 

C) 36°-^ D) 18°-|e 

E) 90°-^ 


Problema 


N° 100 


ler SEMINARIO 97 I 


Del gráfico, indique que segmento tieiu* 
mayor longitud. 


B 



A) BC B) BD C) CD 

D) ÁB E) AC 


PROBLEMATICO! ler SEMINARIO 97 I 

Del gráfico, calcule: 


a + P + p + O + x + y + z + co+m + n 



EDITORIAL CUZCANQ 


A) 180° B) 360° C) 270° 

D) 540° E) 720° 


Problema 


N° 102 


ler SEMINARIO 97-1 


En un triángulo ABC se trazan las 
bisectrices interiores AF y BD, por D se 
traza una paralela a AB que corta a FC 
en H y a AF en E. Si BH = 8 y AD=10. 
Calcule EH. 


A) 1 B) 2 C) 3 

D) 4 E) 5 


PROBLEMA 


N° 103 


ler SEMINARIO 2003-11 


En un triángulo ABC, se cumple 
m<BAC = 2(m<BCA); se traza la bisectriz 
interior AM tal que AC = AB-f MC. 

Calcule m<BAC . 


A) 

D) ~ 


180° 

7 

B) ~y 

O l 

Sj«> 

o 

270° 

360° 


’ 7 

E) -=- 



Problema ler seminario 2003-n 


En la recta que contiene al vértice C de 
un triángulo equilátero ABC se ubican los 
puntos D y E ta l que estos son exteriores 
a los lados AC y BC respectivamente. 

Si m<BCE-m<DAC = 60° y AD = CE. 
Entonces la medida del ángulo BED, es: 

A) 45° B) 90° C) 60° 

D) 120° E) 30° 


Problema 


N° 105 


ler SEMINARIO 2001-11 ; 


En un triángulo isósceles ABC(AB = BC). • 
la bisectriz exterior del ángulo C y la *: 
bisectriz interior del ángulo A, se cortan ; 


- TRIÁNGULOS 


7 en E- si AB—10, halle el mayor valor en- 
* tero que puede tomar AE. 


* A) 18 B) 19 C) 20 

* D) 17 E) 16 


* ProblemaT^ 0^1 ler SEMINARIO 2001-11 

* En un triángulo rectángulo ABC, se traza 

* la altura BH; las bisectrices de los ángu- 

* los ABH y HBC intersecan a AC en los 

* puntos M y N respectivamente. Si AB = 8 

* y BC=15, calcule MN. 

* A) 2 B) 4 C)5 

* D) 6 E) 7 


Problema 


N° 107. 


ler SEMINARIO 2001-11 


* En un triángulo ABC se traza la bisectriz 

* interior desde C y la bisectriz exterior des- 

* de A, intersecándose en el punto M, por 

* donde se traza una paralela a ÁC 
X intersecando a la bisectriz interior desde 

* A en el punto N y a los lados AB y BC en 

* los puntos P y Q respectivamente. Si 

* AP = 5 y QC = 7. Halle MN. 


* A) 10 B) 11 C) 12 

* D) 13 E) 14 


* Problema 


N° 108 


ler SEMINARIO 2001-11 


* ¿Cuántos triángulos existen de lados en- 
:• teros y perímetro 26u? 


t A) 12 B) 14 C) 16 

l D) 18 E) 10 


:♦ Problema 


N° 109 


ler SEMINARIO 2001-11 


l En el triángulo ABC(BA = AC), se trazan 
i; la altura AD y la ceviana CM(M e AB) tal 
:• que m<DAC = a , m<BCM = 2a . Se ubi- 
i- ca N en AD tal que CN = BC . Halle 
■! m<MCN . 
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GEOMETRÍA 


A) 90° - 3 a B) 45°-3a 

(') 60 -2a D) 60°-3a 

E) 75°-2a 


IV ’-QRLEM lcr SEMINARIO 2001-11 

En un triángulo rectángulo ABC, sobre la 
prolongación de BC se ubica D y por di¬ 
cho punto se traza una recta secante que 
interseca a AC en E y a ÁB en F. Si 
AF=FE=ED y BC=CE. Halle m<ECD 

A) 110° B) 108° C)112° 

D) 116° E) 120° 


Problema 


N° 111 


lcr SEMINARIO 2001-1 


En un triángulo ABC(m<B = 110°) , las 
bisectrices de los ángulos exteriores de¬ 
terminados en A y C se intersecan, con 
CB y ÁB en P y Q respectivamente. 
Calcule la medida del ángulo agudo de¬ 
terminado por las bisectrices de los án¬ 
gulos APB y CQB. 


A) 75° B) 55° C) 82°30' 

13) 72°30' E) 70° 


Problema 


N° 112 


ler SEMINARIO 2001-1 



A) 180°-- 
4 

B) 90° + - 
4 

C) 135°-- 
4 

D) 125 o - 9 

4 

CDj^ 

1 

o 

O 

LO 

l-H 

UJ 


Problema Cam 

ler SEMINARIO 2001 1 

En un triángulo 

ABC se trazan las 


* bisectrices interiores AD y BE, por D se 

* traza una paralela a AB que interseca n 

* la prolongación de BE en F y a ÁC en 

* G. Si AG = m y BD = n (n > m). Halle F(i 

* 

♦ A) n-m B) C) 2m-n 

❖ pjv 2m + n p. 2n-m 

* ' 3 3 


En un triángulo ABC se ubica M punto 
interior tal que AC = BM; m<MAC = 48°; 
mcMCA = 18° y m<AMB = 120°. 

Calcule m<MCB. 

A) 18° B) 20° C) 24° 

D) 30° E) 22° 


Problema 


K° 113 


ler SEMINARIO 2001-1 


En el gráfico DC, BE, CF y EF son 
bisectrices de los ángulos BDE, DBC, 
UCQ y BET respectivamente. Si 


rncCAE = 0 , calcule m<CFE . 


Problema 


N° 115 


ler SEMINARIO 2001-1 


En un triángulo ABC se trazan las 
bisectrices interiores AD y BE. Si 
m<ACB = 0. Calcule la medida del án 
guio entre las bisectrices de los ángulos 
ADC y BEC. 

A) 45° + | B) 45 o - 9 q 60° 
D)35°-| E) 35° + ~ 


Problema 


N° 116 


En el interior de un 


ler SEMINARIO 2001-1 

triángulo rectángulo 


EDITORIAL CUZCANO. 


. TRIANGULOS 


ABC (recto en B) se ubica Q, tal que: 
ÁQnBC = {E} ; CQ n ÁB = {F} 

Si AQ + QC = 10 y QE + QF = 4 . ¿Cuán¬ 
tos valores enteros tiene AC? 

A) 1 B) 2 C)3 

D) 4 E) 5 


A) 140° 

B) 130° 

C) 110° 

D) 120° 

E) 135° 



Problema 


N° 117 


ler SEMINARIO 2001-1 


Dado un triángulo ABC, en AB y AC se 
ubican P y Q de tal modo que: 

AP = PQ = QC , BC = BQ y 
m<ACB = 2(m<BAC). 

Halle m<PQB 

A) 30° B) 60° C) 36° 

D) 72° E) 45° 


❖ pROBLEMA^3ED| ler SEMINARIO 2005-11 

❖ En un triángulo ABD se trazan las cevianas 

❖ interiores AE y BC, tal que AB = BE = AC; 

❖ CE=ED y m<BAC = 60 3 .Calcule m<EAC . 

❖ A) 8 o B) 12° C) 9 o 

❖ D) 10° E) 15° 


Problema 


N° 122 


Problema 


N° 118 


ler SEMINARIO 2001-1 


En un triánguo ABC, donde: 

m<BAC = 2(m<ACB) 

Se traza la bisectriz interior BD, si 
2(BC) = 5(AD) = 10a . Calcule AB. 


ler SEMINARIO 2005-11 

En un triángulo rectángulo ABC isósce¬ 
les (m<B = 90°), en su interior se ubica 
Q, tal que m<BAQ = 2x ; m<ACQ = x y 
m<QBC = 3x . Calcule x 
A) 10° B) 18° C) 12° 

D) 15° E) 20° 


A) 2a 
D)|a 


Problema 


Bl¡« 

E »l“ 


Problema 


N°123< 


C) 3a 


N° 119 


ler SEMINARIO 99-11 


En un triángulo obtusángulo ABC se tra¬ 
za la ceviana interior BD. Si 
AB = AD = BC , calcule el menor valor 
entero de m<DBC 


A) 40° 

D) 23° 

Problema 


B) 42° 
E) 45° 


C) 44° 


N° 120 


ler SEMINARIO 2005-11 


En el gráfico a + 2b = 100°, calcule x. 


ler SEMINARIO 2005-11 

* En un triángulo ABD se ubica Q en la 

* región exterior relativo a BD , tal que 

* AD = DQ; m<BAQ = 30°; m<ABD = 18° y 

* m<BDQ = 42°. Calcule m<DBQ 

* A) 20° B) 30° C) 40° 

l D) 50° E) 60° 

* Problema ler SEMINARIO 2005-11 

* El número de rectas distintas que contie- 

* nen a las alturas, medianas y bisectrices 

* de los ángulos interiores de un triángulo 

* isósceles no equilátero, es: 

% A) 9 B) 7 C) 6 

? D) 5 E) 3 
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Problema 


N° 125 


lcr SEMINARIO 2005-11 


En un triángulo ABC se trazan las 
bisectrices interiores AE, BD y CG 

intersecándose en I. Si m<AID = 78° y 
m<DIC = 58°. 


traza la bisectriz interior DM y DN 
bisectriz exterior con K en ÁC . Si AD Su 
calcule MN(en u). 

A) 10 B) 12 C) 8 

D) 9 E) 11 


Calcule m<BAC-m<BCA 

A) 40° B) 38° C) 44° 

D) 25° E) 20 


Problema 


N° 126 


lcr SEMINARIO 2005-11 


En un triá ngulo es caleno sus lados miden 
4u, 3u y vx 2 -2u . ¿Cuántos valores en¬ 
teros tiene x? 


A) 6 B) 7 C) 12 

D) 8 E) 9 


Problema 


N° 127 


lcr SEMINARIO 2005-11 


¿Cuál es el número de triángulos 
escalenos, tal que las longitudes de sus 
lados son números enteros y su perímetro 
es menor que 13? 

A) 3 B) 5 C) 7 

D)4 E) 8 


Problema 


N° 128 


Xer SEMINARIO 2006-1 


En un triángulo isósceles ABC (AB = AC), 
m<A=80° . en el interior del triángulo 
se ubica M, tal que m<MBC = 30° y 
mcMCB = 10°. Calcule mcAMC . 


A) 30° B) 45° C) 60° 

D) 70° E) 75° 


Problema 


N° 129 


ler SEMINARIO 2006-1 


En el triángulo ABC(AB = BC), AD es 
bisectriz interior y en el triángulo ADC se 



$ D) 45° + - 
♦ 4 


E) 45°-co 


* Problema 1 


N° 131 


lcr SEMINARIO 2006 I 


* Sobre el lado AB de un triángulo 

* ABC(AB = BC) se construye un triángulo 

* equilátero ABE, de modo que los punto*» 

* E y C se encuentran en el mismo 

* semiplano con respecto a AB . SI 

* m<ABC = 20° entonces, m<AEC es: 


❖ A) 10° B) 12° C) 15° 

* D) 18° E) 20° 


* PROBLEMaP^ lcr SEMINARIO 2006 I 

£ En un triánguo ABC, se cumple: 

* m<BAC = 3(m«BCA) y BC= 15 
Halle el menor valor entero de AB. 




EDITORIAL CUZCANO 


TRIÁNGULOS 


A) 9 B) 5 

D) 6 E) 7 


C) 8 * ubica M tal que AB = AM = MC 

* m<BCM = 3a ; m<CAM = 2a. 


Problema 

2006-1 


N°133' 


ler SEMINARIO 


En un triángulo PQR, se trazan las 
bisectrices interiores QE y RF, se ubica S 

exterior y relativo a QR tal que: 

m<QFS = 3(m<SFR) ; 
m<RES = 3(m<QES) y 
m<QPR + m<FSE = 180° 

Calcule mcQPR 


* m<ABC = 13a. Calcule a . 

* A) 5 o B) 6° C) 10° 

* D) 12° E) 15° 

t PROBLEMA ESEm lcr SEMINARIO 2006 - 

* Demostrar que en un triángulo, la med 

* da del ángulo entre una altura con 1 

* bisectriz interior trazadas desde el mism 

* vértice es igual a la semidiferencia d 

* medidas de los otros dos ángulos interic 

* res del triángulo. 


A) 100° B) 110° C)90° 

D) 80° E) 60° 

Problema lcr seminario 2006 1 

En un triángulo ABC, AB=3; AC=11 y 

m<ABC > 90°. Halle BC si es el mayor 
número entero posible. 


Problema 


N° 138 


lcr SEMINARIO 2007 


❖ Demostrar que en todo triángulo rectán 

* guio, la hipotenusa siempre es mayor qu 
cualquier cateto. 


* Problema EEEEEB ler SEMINARIO 2007-11 

* En el gráfico, demostrar: m + n + p<a + t 


D) 11 

Problema I 


E) 12 


N° 135 


ler SEMINARIO 2006-1 * 



En el triángulo ABC(AB = BC), DeÁB y ? 

DE es perpendicular a AC (E en AC). * 

La prolongación de DE interseca al rayo * Problema| 

oX, que forma con CÁ un ángulo de igual * En el gráfico “p” es el semiperímetro di 
medida que <BCA , en el punto F. Si ♦ la región ABCD, demostrar * 

^D = a y CF=b. Calcule BD 


N° 140 


3 ) 


a -f b 

2 

b -a 


❖ 

❖ 


B) 


2b- 


2 

Problema 1 


2 

E) b - 2a 


C) ^ ' 


p < AC + BD < 2p 

B 


N° 136 


_ lcr SEMINARIO 2006-1 

En el interior de un triángulo ABC se 
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Problema 


S° 141 


Problema 


W° 143 


En el gráfico, m + n = 120° . calcule a + (3 ❖ Del 9 r áfico, calcule x. 



A) 60° 

D) 150° 

Problema I 


B) 100° 
E) 90° 


C) 120 c 


N° 142 


En el gráfico, AP=3, PR=10, PC=12, 
m<BAC = 2(m<QBR) y 

m<ACB = 2(m<PBQ). 

Calcule AB + BC 

B 



D) 32 


E) 30 



Problema I 


N° 144 


t En el gráfico, x + y + z > 270°, calcule el 
* mayor valor entero de a . 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

I A) 21 

t D) 27° 

❖ 

Problema 

-- 



E) 25° 


N° 145 


* En el gráfico, 2$-a 
•> 


: 70° , calcule x. 
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C) 55 


.TRIANGULOS 


A) 35° 

D) 25° 

Problema 


B) 70° 
E) 45° 


Problema 


N° 149 


N° 146 


En la región interior de un triángulo ABC, 
se ubica R tal que PB = 4 y PC = 7. Cal¬ 
cule el menor valor entero del perímetro 
de la región ABC. 


❖ En un triángulo las distancias de un pun- 

❖ to interior a sus vértices son 3, 4 y 8. Cal- 

❖ cule el mayor valor entero del perímetro. 


A) 10 
D) 17 

Problema 


B) 11 
E) 18 


C) 15 


N° 147 


En el gráfico, a - b = 60° . Calcule x. 



A) 50° 

D)100° 

Problema 


B) 120° 
E) 130° 


C) 80° 


N° 148 


En el gráfico, AB = BC. Calcule x. 



* A) 23 

* D) 29 

* Problema! 


B) 24 
E) 20 


C) 25 


N° 150 


En el triángulo ABC(AB = BC), se ubica 
G en AB y F en BC tal que el triángulo 
FGC es equilátero. Si mcACG = a . 
Calcule m<FGB. 


: a > <* 

í D) 2a 


Problema 


B) 60°-a C) 60° +a 
E) 90°-a 


N° 151 


En los lados AC y BC del triángulo ABC 
£ se ubican los puntos E y F respectivamen- 

❖ te. De modo que AB = AF, EB = BC y 

❖ m<ABE = m<EBC = 4(m<FAC) . Calcule 

❖ m<BAF 


A) 10° 

D) 15° 

Problema 


B) 20° 
E) 16° 


C) 30° 


N° 152 


En el gráfico, AB = BC. Calcule x. 



❖ 

* 

Problema! 


N° 153 


* En el triángulo ABC en las prolongacio- 


B) 45' 
E) 30 c 
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nes de AB , BC y AC se ubican los pun¬ 
tos P, Q y R respectivamente, en PQ se 
ubica M tal que MR 1 ÁC , PB = BQ y 
m<PAR - m<ACB = 32° . 

Calcule m<RMQ 

A) 32° B) 48° C) 24° 

D) 16° E) 29° 


Problema 


N° 154 


En el gráfico, L,//L 2 • Calcule x, en fun- 


* tero par, calcule x. 



t D) 78° E) 88° 


ción de a y P. 



A) a + P B) C) 2a-p 

a + B 

D) —f- E) 2a+ p 


Problema 


N° 155 


En la región exterior relativa a BC del 
triángulo equilátero ABC se ubica el pun¬ 
to M, tal que: 


AM n BC = {N} y MN = MC = AB 


Calcule m<CBM . 


❖ 

•> 


Problema 


N° 157 


* Del gráfico, calcule x. 



* A) 30° B) 45° C) 36° 

t D) 60° E) 72° 


.> Problema 


N° 158 


.> Se tiene un triángulo ABD, se ubica C en 

* la región exterior relativa a BD, tal que 

* ÁD//BC , AC = 20 y BD=10. Calcule la 

* diferencia del máximo y mínimo valor en 

* tero de AD + BC. 


* A) 14 B) 15 C) 16 

* D) 17 E) 18 


A) 40° B) 30° C) 50° 

D) 60° E) 45° 


Problema 


N° 156 


En el gráfico, el triángulo ABC es 
acutángulo, si z toma su mayor valor en- 


Problema 


N ° 159 


Indique el número de triángulos escalenos 
cuyo perímetro sea 13 y las longitudes di» 
sus lados sean enteras. 


A) 1 B) 2 C) 3 

D) 4 E) 5 
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Problema 


N° 160 


En el gráfico, m - n = 10° . Calcule x - y . 



A) 30° 

D) 35° 

Problema 


B) 40° 
E) 70° 


. TRIANGULOS 

C) 50° 


N° 163 


A) 40° 

D) 91° 

Problema 


B) 51° 
E) 59° 


C) 30° 


N° 161 


En el triángulo ABC el punto I es la in¬ 
tersección de las bisectrices interiores des¬ 
de A y B._Por I se traza una recta perpen¬ 
dicular a CI, la cual interseca a la bisectriz 
exterior trazada desde A en el punto M. 
La bisectriz exterior del ángulo de vértice 
M del triángulo MIA interseca a la pro¬ 
longación de IC en T, tal que: 

m<ABC = 2(m<ITM) 

Calcule m<ABC. 


* En el triángulo ABC se traza la ceviana 

* interior BD, luego en el triángulo BDC se 

* traza la ceviana interior DE tal que: 

* AB=BD=BE y 

* m<BAD = 3(m<AED) 

* Calcule m<AED 

$ A) 16° B) 15° C) 18° 

* D) 22 c 30' E) 26°30' 

* Problema 

* En el gráfico, 4a --b = 160°. Calcule x. 



A) 60° 

D) 120° 

Problema 


B) 40° 
E) 135° 


C) 90° 


A) 10° 
D) 30° 


B) 18° 
E) 40° 


C) 29° 


N° 162 


En el gráfico, AB = AD y m + n = 220°. 
Calcule x. 



PROBLEMAE3K3 

En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior AM en cuya prolongación se ubi¬ 
ca N, si m<ABC = 40°; m<ANC = 35° y 
m<BAC = m<AMC. 

Calcule mcACN 

A) 105° B) 106° C) 108° 

D) 100° E) 95° 


Problema 


N° 166 


* En el gráfico, CP = CQ . Calcule x. 


243 








































CUZCAN© 


geometría 


Problema 


N° 181 


En el gráfico, a + b = 80°. Calcule la me- 



D) 60° 


E) 55° 


Problema 


N° 182 


En el gráfico, L¡ // L 2 , calcule x. 



D) 67,5° E) 52,5° 


Problema 


N° 183 


En un triángulo APQ se traza una recta 
que^corta a AP, PQ y a la prolongación 
de AQ en B, M y C respectivamente. Si 
m<PAQ = 30° y AB = MC = QC . Calcule 
la diferencia del mayor y menor valor en¬ 
tero de m<APQ. 


A) 11° B) 12° C) 13° 

D) 14° E) 15° 


Problema 


N° 184 


Los lados de un triángulo tienen por longi¬ 
tudes 2a-1, 6-a y 3a-l. Si aeZ + . 


* Calcule la medida del mayor ángulo inte 

* rior. 


* A) 60° B) 75° C) 90 l 

X D) 120° E) 127° 


Problema 


N° 185 


* En un triángulo ABC se ubica P en la 

* región exterior relativa a BC , tal que 

* el perímetro de la región BPC es 12.Cal 
$ cule el mayor valor entero de AC, si 

* AB y BC son enteros y 
t m<BCA < m<BAC . 


I A ) 11 B) 9 C)8 

•> D) 6 E) 7 

❖ 


•> 

❖ 


❖ 

❖ 


❖ 

❖ 


Problema 


N° 186 


El perímetro de una región triangular es 
24. Si el triángulo es rectángulo, calcule 
el menor valor entero de la longitud de la 
hipotenusa. 


A) 9 B) 10 C) 11 

D) 12 E) 13 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


Problema 


N° 187 


Se tiene un triángulo obtusángulo, si los 
lados menores miden 10 y 2. ¿Cuántos 
valores enteros toma el mayor lado? 


A) 1 B) 0 C)2 

D) 3 E) 4 


❖ 

❖ 

❖ 


Problema 


N°188 


* En un triángulo ABC, en ÁB , BC y AC 

* se ubican M, N y L respectivamente. Lue- 

* go se ubica RQyRenMÑ.ÑLyML 

* respectivamente si PQ = 5, QR = 6 y 
.j PR = 7, calcule el menor valor entero del 

* perímetro de la región ABC. 

* 
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A) 14 
D) 19 


B) 15 
E) 20 


C) 18 


Problema 

En uun triángulo isósceles ABC 
(AB = BC), en la región exterior relativa a 
BC se ubica P, tal que AB = BP y 

m<BAP-40°. En la prolongación de 
AC se ubica M. Calcule mcPCM 

A) 30° B) 35° C) 40° 

D) 45° E) 50° 


Problema 


N° 190 


En la región exterior relativa a AB del 
triángulo ABC se ubica R tal que PB = BC, 

m<ACB = 2(m<BAC) y 
m<BAC + m<PBA = 60° 

Calcule m<PAB . 

A) 10° B) 20° C) 30° 

D) 40° E) 60° 


Problema! 


N° 191 


En el gráfico, a + c = 135°, calcule x. 


A) 35° 

B) 55° 

C) 45° 

D) 50° 

E) 65° 


Problema i 



N° 192 


: Si m<ACB = 3(m<DCE) y ED = 4 . 

• Calcule el mayor valor entero de CD. 

: A) 8 B) 9 0 3 

D) 5 E) 7 

Problema El* l * q 

En el triángulo ABC de base AC, se traza 
la recta secante MÑ que interseca a AB , 
BC y a la prolongación de AC en R Q y 
R respectivamente (F¡ Q y R en MÑ ). Si 
m<BPM = b y m<CQR = a. 

Calcule m<QRC. 


A) 90° - (a + b) 

C) 90°-^-—) 
2 


B) 

D) 


a -f b 
2 

b-a 

2 


E) 45 o - 


(a + b) 


Problema ifH 

En el triángulo ABC se trazan la cevianas 
interiores AM y CN de modo: 

m<BNC = m<AMC 

y la medida del menor ángulo determi¬ 
nado por las bisectrices de los ángulos 
ANC y AMC es igual a la medida del 
ángulo ABC. Calcule m<ABC . 


A) 45° 

D) 30° 

Problema 1 


B) 60° 
E) 72° 


C) 90° 


N°195, 


C . .. , , _ , * En el triángulo acutángulo ABC se tra- 

En un triangulo ABC se ubica E en la pro- * zan | as bisectrices interiores BF y CE. 

longación de BC y D en AE tal que * Si m<BAC toma su mayor valor ente- 
—CE. ••• ro par, calcule la medida del ángulo que 
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determinan las bisectrices de los ángu¬ 
los BFC y CEB. 

A) 23° B) 19° C) 21° 

D) 30° E) 29° 


Problema 


N° 196 


Dado el triángulo ABC, en la prolonga¬ 
ción de la bisectriz interior AM se ubica P 
tal que : 

m<ABC + 2(m<APC) = 40° 


Calcule la medida del ángulo entre ÁP 
y la bisectriz del ángulo determinado por 
CP y la bisectriz interior CQ del trián¬ 
gulo ABC. 


A) 80° B) 75° C) 55° 

D) 90° E) 45° 


Problema 


N° 197 


En el triángulo ABC, las bisectrices inte¬ 
riores AM y CN se intersecan en I, en la 
región exterior relativa a BC se ubica Q, 
de modo que : 

m<ABQ + mcABC + mcBQC = 180° 

los ángulos BAC y BAI son suplementa¬ 
rios lo mismo que QCA y QCI. Calcule 
mcABC. 


A) 36° B) 45° C) 72° 

D) 30° E) 60° 


Problema 


K° 198 


En el triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores AM, BN y CL de modo que las 
dos primeras se cortan en S y la tercera 
corta a SB y SM en R y Q respectiva¬ 
mente de modo que RQ = QS . 


I Si mcBAM = mcNBC = 15° y 

* m<MCQ = 28° 

X Calcule mcLBN 

<• A) ir B) 28° C) 15° 

* D) 43° E) 14° 

* 


❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

* 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

V 

♦ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 


Problema 


N° 199 


En el gráfico, BP = AC , calcule x. 



D) 45° E) 36° 


Problema 

Se tiene el triángulo ABC, en la región 
exterior relativa a AC se ubican P y Q 
de modo que: 

m<BAC _ mcBCA _ m<ABQ _ m<PBC 
m<QBC m<ABP m<ACQ ~ m<PAC ~ 

Si AC=9 y (AB + BC) es mínimo entero. 
Calcule el máximo valor entero de PQ 

A) 18 B) 19 C) 17 

D) 8 E) 16 
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Problema 


N° 201 


En el gráfico, 90°<a<120° , indique la 
alternativa correcta. 



A) xy > ab B) xy < ab 

C) x 2 + y 2 < a 2 + b 2 D) x 2 + y 2 = a 2 + b 2 

E) xy = ab 


Problema 


N° 202 


En el gráfico: 

m + n + ¿ = 60° y a + 0 + (3 = 40° 
Calcule x + y + z 




A) 200° 

D) 300° 

Problema 


B) 280° 
E) 220° 


; D) 140° 

❖ 

* Problema 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ Problema 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

C) 240° ^ 


E) 135° 


N° 204 


Se tiene el triángulo ABC, s e u bica D en 
la región exterior relativa a AC . 

Si m<BCA = 30° ; m<ABD = 60° ; 

m<BAC = 48 ü y m<DAC = 12° 

Calcule m<BDC. 

A) 84° B) 96° C) 98° 

D) 104° E) 102° 


N° 205 


N° 203 


Del gráfico calcule x. 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BD y la bisectriz interior CN. Si 
m<BNC toma su mayor valor entero par 
y los ángulo ABD y ABC son suplemen¬ 
tarios. 


Calcule m<BDA . 

A) 6 o B) 8 C 

D) 5 o E) T 


C) 4 o 
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Problema 


N° 206 



Problema I 


N° 207 


I:n el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior AP tal que: 

m<PAC = m<BAP = mcPCA 


* pectivamente. 

J Si : AM = MN = AC y m<AMN = 60° 
t Calcule: m<ACB - m<ABC 

* A) 30° B) 60° C) 45° 

* D) 36° E) 72° 

* Problema 

* En el triángulo ABC se ubica P exterior y 

* relativo a BC y en la prolongación de PC 

* el punto Q tal que mcBCP = mcACQ y 
•> 2(m<APC) = m<ABC . Luego se ubica el 
¿ punto R en AC tal que: 

* m<ABR = m<ACB y m<RBC = 40° 

* Calcule la medida del ángulo entre AP y 

* una recta perpendicular a BR. 

* A) 10° B) 18° C) 20° 

t D) 22,5° E) 30° 


AC = BP + PC 
Calcule m<ABC. 

A) 72° B) 60° 

D) 36° E) 45° 


C) 78° 


Problema 


N° 208 


En ^triángulo ABC, se ubican F¡ Q y R 
en AB, BC y AC respectivamente. Si 
m<PRQ = 60°, AR = RP y RQ = RC . 

Calcule la medida del ángulo entre la 
bisectriz interior trazada de P y la exterior 
trazada de Q para el triángulo PBQ. 

A) 30° B) 20° C) 15° 

D) 60° E) 45° 

Problema pcU'Pl'A 

Se tiene el triángulo isósceles ABC ( AC : 
base), se ubican M y N en ÁB y BC res- 


ProblemaI 


N° 211 


* En el triángulo ABC(AB = BC), se cum- 

* pie que m<ABC toma su mayor valor 
.i. entero. Calcule la medida del ángulo en 

* tre la altura relativa a AC y la bisectriz 
exterior AM (M en la prolongación de 

t BC). 


B) 45° 

E) 22°30' 


C) 30° 


N° 212 


* A) 30°15' 

* D) 15° 

* Problema 1 _ 

* En_el triángulo isósceles ABC de base 

* AC, se traza la ceviana interior AM, tal 

* que AM = AC. 

* Calcule la diferencia del mayor y menor 

* entero de mcAMC . 


A) 27° 
D) 30° 


B) 29° 
E) 31° 


C) 28° 
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Problema 


N° 213 


En el triángulo ABC (recto en B), exte- * 
riormente se traza el triáng ulo equilátero * 
BCD, se ubica M en AC tal que ❖ 

MDnBC = {N} , si MC-DC y* 
m<BAC = m<BNM . Calcule m<BAC * 


A) 60° B) 70° C) 80° $ 

D) 40° E) 50° 


A) 0 B) |e C) 26 

D) 30 E) |e 


Problema 


N° 216 


En el triángulo acutángulo ABC se ubica 
L exterior y relativo a BC tal que: 


m<BAL - 2(m<LAC) 


Problema! 

En el gráfico m//rT y <ABC es agudo. 
Calcule el mayor valor entero de x. 



D) 59° E) 61° 


m<BCE = 3(m<LCE) 

E se encuentra en la prolongación de AC . 
Calcule el mayor valor entero de m<ALC 

A) 31° B) 44° C) 46° 

D) 29° E) 14° 


Problema 


N° 217 


En el triángulo ABC(AB = BC), la bisec¬ 
triz interior y exterior trazadas desde A y 
C respectivamente, las cuales se cortan 
en E. Si AB-8, calcule la suma entre el 
mayor y menor entero de AE. 


A) 20 B) 16 C) 27 

D) 24 E) 25 


Problema 


N° 215 


En el gráfico, la medida del ángulo entre 
L x y L 2 es G . Calcule x + y 



Problema 


N° 218 


Del gráfico, calcule x + y . 
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A) 60° 

D) 30° 

Problema! 


B) 40° 
E) 100° 


C) 50° 


Problema 


N° 222 


N° 219 


En el triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores AP y CQ tal que AP = AC; 

AQ = QC = BC y m<BAP = ~ m<PAC 
Calcule m<QAC. 

A) 32° B) 34° 

D) 18077 E)22577 


En el ^triángulo ABC, se ubica P en AC , 
R en CP y Q en BC . 

Si: AB = BP = PQ = QR = rc y m<ACB 

es el mayor valor entero par, calcule 
m<ABP . 


C) 36° 


A) 4 o 
D) 3 o 

ProblemaI 


B) 2 o 
E) 5 o 


C) 6 o 


N° 223 


Problema 


N° 220 


En el triángulo ABC se traza las cevianas 
interiores BP y CQ, tal que 

mcAQP = m<BQC ; 
m<QPA = m<BPC ; 

4(m<ABP) = 3(m<BCQ) y 
4(m<QCA) = 3(m«CBP) 

Calcule m<BAC 

A) 20° B) 40° 

D) 35° E) 25° 


En el triángulo ABC (obtuso en B) se cum¬ 
ple que (AB) 2 + (BC) 2 =100, se traza el 
triángulo equilátero AEC, calcule la dife 
renda de perímetros enteros máximo y mí¬ 
nimo de AEC. 


A) 8 
D) 12 


B) 9 
E) 7 


C) 10 


C) 30° 


Problema 


N» 221 


En el gráfico, AB = AD = BC calcule x. 
C 


Problema 

! Del gráfico, calcule x. 

A) 30° 

B) 36° 

C) 34° 

D) 60° 

E) 44° 




Problema 


N*22S 


I En los lados AC y BC del triángulo ABC 

* se ubican M y N tal que NC = AM = AB , 

* si m<ABC = 80° y m<BCA = 40=. Cal- 

* cule m<NMC 


A) o 

D) 30°+ 0 

EEO 


B) 26 C) 60° - 0 t A) 80° B) 110° 

E) 30 c - 0 * D) 130° E) 170° 


C) 120° 
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Problema! 


N° 226 


En la región exterior rativa a AB del 
triángulo ABC se ubica), tal que: 

AD=AB ; AC = 3 + BD y 
mcABC = 2(m«ACE = 2(m«BAD) 
Calcule m<ACB. 


A) 30° B) 45° C) 72° 

D) 48° E) 34° 


Problema 


N° 230 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BM tal que: AM = BC ; 

mcBAC = 2(m<ACB) = 2a y 
m<ABM = 90° + cc . 


Calcule a . 


A) 10° B) 20° C) 30° 

D) 18° E) 36° 


Problema 


N° 227 


En el triángulo ABC setraza la ceviana 
interior BD, tal que m <BAD = 40° ; 
CD = AB + BD y m«E¡C = 3(m<BCA). 
Calcule m<BCA 


A) 18° B) 20° C) 22° 

D) 25° E) 30° 


Problema I * 

En el triáng ul o ABC en \región exterior 
relativa a BC se ubica \ tal que: 

AB = AP = BC ; m7AC = 16° y 
m<ABC = 28° 

Calcule m<APC 

A) 14° B) 15° C) 16° 

D) 18° E) 20° 


N° 229 


En un triángiflo ABC se oica D y F en la 
región exterior relativo cBC tal que CP 
y AF son bisectrices de^s ángulos DCE 
y DAC respectivamente E en la prolon¬ 
gación de AC). Si B = BC = BD y 
mcABC = 30° . Calcule ncAPC . 

A) 5 o B) 10° C) 7,5° 

D) 12,5° E) 30° 


Problema 


N° 231 


En el interior del triángulo ABC se ubica 
P, tal que PB = PC; m<PCA=30° y 
m<PAC = 40°, la prolongación de BP 
interseca a AC en el punto T tal que 
AP = TC. Calcule m<PCB . 


A) 10° B) 12° C) 25° 

D) 18° E) 30° 


Problema 


N° 232 


En el gráfico AB=AD. Calcule x. 

B 



D) 38° E) 36° 


Problema 

En el triángulo ABC, las bisectrices del 
ángulo exterior de vértice C y del ángu¬ 
lo BAC se cortan en P Si las bisectrices 
de los ángulos ABC y APC se cortan en 
Q, tal que: 

QBnÁC = {R} y mcQBP = 2(m<BRA) 
Calcule m<BRA . 
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A) 18° B) 27° C) 45° * * 

D) 36° E) 24° * 

Problema * 

En el triángulo ABC se traza la bisectriz * 
exterior BD (AB > BC) y en la prolonga- * 
ción de BA se ubica el punto L. Si * 
m<BDC = 40°, calcule : * 

mcLAC + m<ACB * 

A) 200° B) 240° C) 260° * 

D) 220° E) 225° * 


Problema 


N° 237 


En el gráfico, a + b + c + d = 160° y 
m + n = 160° 

Calcule x. 



D) 80° E) 90° 


N° 235 


En el triángulo ABC se trazan la ceviana 
interior BE y la bisectriz interior CD, las 
cuales se cortan en F. Si AB = AE y 

m<ABC = m<BFC , calcule m<EFC 
A) 45 ü B) 90° C) 75° 

D) 60° E) 72° 


X Problema 


N° 238 


* En el triángulo ABC se traza la ceviana 

* interior AN y la altura BH del triánguo 

* ABN, tal que: 

* NC > BN ; m<ABC = 120 ; 


* m<HBN = a y m<NAC = a - 30' 

* Calcule el menor valor entero de a. 


Problema 


N° 236 


En el gráfico, AC=BC y MN = ML, calcu¬ 
le x. 



♦ A) 20° B) 19° C) 18° 

j D) 31° E) 35° 


Problema 


N° 239 


En el triángulo equilátero ABC en la re¬ 
gión exterior relativa a AB se ubica D tal 
que : 


* m<ADC = 30° y m<DCB = 50° 

❖ Calcule m<DBA 


* A) 10° B) 20° C) 30° 

* D) 15° E) 18° 


A) 8 o B) 12° C) 14° % 

p>) io° E) 16° * En un triángulo ABC, se ubican D y E en 

❖ AC y en la prolongación de ÁB respecti- 
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vamente. 

Si BE = BC = DC ; m«ACB = 10° y 
m<BAC = 50° 

Calcule m<AED. 

A) 8° B) 9° C) 10° 

D) 5° E) 15° 

Problema CEU 

Dado el triángulo ABC, en la región exte¬ 
rior relativos a los lados AC y BC se ubi¬ 
can los puntos N y Q respectivamente, 
tai que N, C y Q son colineales. 

Si : m<BAQ = m<QAC ; 

m<ACN = 3(m<BCQ) y 
2(m<BCQ) + m<ABC = 100° 

Calcule m<AQN . 

A) 25° B) 40° C) 50° 

D) 60° E) 80° 



I N° 244 


Dado el triángulo ABC, en AB y BC se 
ubican los puntos E y D respectivamente. 

Si m<ABC = 30° y 

m<BAD = m<BCE = m<DAC + m<ECA 
Calcule la medida del ángulo determina¬ 
do por las bisectrices de los ángulo AEC 
y ADC. 

A) 25° B) 30° C) 40° 

D) 50° E) 60° 


Problema 


N° 242 


En el triángulo isósceles ABC de base AC, 
se traza la ceviana interior BM y en el 
triángulo MBC la bisectriz interior BN. 
Calcule la razón entre la medida del án¬ 
gulo ABM con la medida del menor án- 
gulojentre AC y una recta perpendicular 
a BN. 


A) 1 B) 2 C) 3 

D) 3/2 E) 4/3 


Problema 


M*24S> 


En el triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores AD y BE tal que AB = BE ; 
AD = DC: m<DAC = m<ABE = <¡) y 

m<EBC = 6ó - 120°. Calcule la medida 
del ángulo entre BE y AD. 


A) 103° B) 104° C) 105° 

D) 106° E) 107° 


Problema 


N° 246 


N° 243 


En el gráfico: AB = AC = CD 
Calcule x. 


* En el interior del triángulo ABC se ubica 

* el punto D, de modo que AD = DC = BC • 

* Si m<BAD = 3x ; mcDCB = 8x y 

* m<DCA = 45° - 5x • 

* Calcule x. 
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A) 5 o B) 6 o C) 7,5° 

L>) 8° E) 10° 


Problema 


N° 247 


En el gráfico, AB = BE = EC , calcule x. 



Problema 

* En el exterior de un triángulo ABC y reía 

* tivo a BC se ubica P, tal que 

* AB = BC=AP = BP, si rncPAC = 12° . Cal 

* cule m<APC . 

t A) 16° B) 18° C) 15‘ 

l D) 20° E) 22,5° 

* Problema O 

* triángulo AFD se trazan las cevianas 

* interiores AC y DB secantes en S. Si 
¿AB = BC = CD y m<ASD = 3(m<AFC) 

* Calcule m<AFC. 


N° 248 


En el triángulo ABC(AC = CB) se ubica P 
en la región interior tal que: 


A) 36° B) 30° 

D) 45° E) 72° 


Problema 


N° 252 


C) 60° 


m<BAP = 30°, mcPAC = 20 y 
m<PBC = 0 
Calcule m<PCB 

A) 30°-9 B) 0 C) 0/2 
D) 30°+ 0 E) 45°-20 


Problema 


N° 249 


En el gráfico, AB = PC y p = 2(m + n). 


Calcule p . 



D) 75° E) 30° 


l En el gráfico, P + 0 = 110° . Calcule x + y . 



* Problema 


<• En el triángulo isósceles ABC de base 

* AC se trazan las cevianas interiores AM 

* y CN, las cuales se cortan en R y en la 

❖ región exterior relativa a AC se ubica 
Q, tal que: 

♦ m<MRC = m<BAC ; 

♦ m<ANQ = 2(m<AMQ) y 

* m<QMC = 2(m<QNC) 
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Calcule m<NQM . 

A) 36° B) 45° C) 60° 

D) 54° E) 72° 


N° 254 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BF, tal que m<BAC = 4°; AB<FC 
y BC = FC, calcule el valor entero de 
2(m<ABF). 

A) 188° B) 186° C) 169° 

D) 184° E) 189° 


traza una recta que corta a BC en E y a 
ÁB en D. Si AQ = AB=QD y 
m< BCQ = 134°. Calcule e! mayor valor 
entero m<ABC . 

A) 65° B) 41° C)43° 

D) 45° E) 46° 

Problema ESEB3 

Se tiene un triángulo rectángulo isósceles 
ABC, su base es AC, se ubica P en la 
región interior tal que : 


Problema 

En el triángulo ABC se ubica en la región 
interior P, si BP = AC; m<ACP = 18°; 
m<PAC = 48° y m<APB = 120°. 

Calcule m<PBC . 


m<PBC 

3 


m<BAP 

2 


= m<PCA 


Calcule m<ACP 


A) 10° B) 12° C) 15° 

D) 18° E) 20° 


A) 12° B) 18° C) 20° 

D) 24° E) 30° 

Problema fcc 

■ 1 ^ 

En el gráfico, AC = PB + BC, calcule x. 

B 



D) 25° E) 35° 


Problema 


N° 257 


En el triángulo ABC, en la prolongación 
de AC se ubica Q, a partir del cual se 


Problema 


N° 259 


En el triángulo rectángulo (recto B), se 
.i. ubica P y Q en AB y BC respectivamen¬ 
te Si AP = PQ ; m<BAC = 40° y 
* m<PQB = 70°. Calcule m<PCB 


% A) 15° B) 20° C) 225° 

$ D) 30° E) 25° 


-> Problema 


N° 260 


❖ En el triángulo sus lados miden a, b y c; y 

* el semiperímetro de la región triangular 
*;* es p. Calcule el máximo: 


(p-a)(p-b)(p-c) 


A) p 3 

27 

C) 3p 3 

3 



Dl| 

E) 2p 3 
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Problema 


N° 261 


Del gráfico, calcule x + y + z . 


... III. Existe un sólo triángulo obtusángulo 
*•* cuyos lados tienen longitudes enteras 
* consecutivas. 



A) 180° B) 270° C) 240° 

D) 260° E) 360° 


N° 262 


Se tiene el triángulo isósceles ABC de base 
AC, se ubican los_puntos E y D en la 
prolongación de AC y en la región exte¬ 
rior relativa a AC respectivamente. Si 
DB=BC y 

mcBAC + mcECB = 12(m<ABD). 
Calcule mcACD . 

A) 15° B) 16° C) 30° 

D) 20° E) 7,5° 


Problema 


N° 263 


Indique el valor de verdad de las siguien¬ 
tes proposiciones: 

I. Un triángulo equilátero es un triángu¬ 
lo acutángulo. 

II. En todo triángulo, la longitud de cual¬ 
quier lado es menor que el 
semiperímetro. 


IV. La base de un triángulo isósceles siem¬ 
pre es mayor que un lado lateral. 


; A) VFFV 
t D) WVF 


B) VFVF 
E) FFW 


C) VVW 


Problema 


N° 264 


En el gráfico, AB=BC y a + (3 = 130° , cal¬ 
cule x. 



A) 65° 

D) 50° 

Problema 


B) 75° 
E) 70° 


C) 85‘ 


N° 265 


En el triángulo APQ en las prolongacio¬ 
nes de AP, AQ , PQ y Q 3 se ubican 
los puntos B, C, S y L respectivamente 
de modo que: 

PB + PQ = 10 ' y 
mcCQS = mcLBA + mcLCA 
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uaicuie el menor valor entero 
A) 9 B) 10 

D) 12 E) 13 




C) 11 


Problema 


N° 266 


En el triángulo ABC se traza la ceviana 
exterior BE (E en la prolongación de CA ). 
Si AE = AB + BC y 

mcBAC = 2(m<BCA) 

Calcule la razón de las medidas de los 
ángulos BEA y EBA. 

A) 1 B) 1/3 C) 1/2 

D) 1/4 E) 1/5 


Problema 


N° 267 


Del gráfico, calcule x en función de n e y. 





D) - 


2n -1 


Resolución 


E) 


2n 


ny 
n + 1 


N° 268 


En el triángulo ABC, se cumple que 
AB = 6, BC = 8 y 

m<BAC + mcBCA < 90° 

Calcule el valor entero par de AC. 

A) 8 B) 10 C) 12 

D) 14 E) 6 


Problema 


N° 269 


❖ 

❖ 

•> 

❖ 

❖ 

•> 

•> 

•> 

❖ 

❖ 

•> 

-> 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

*:• 

*:• 

❖ 

•> 

*:• 

❖ 

* 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

*:• 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

❖ 

<• 

❖ 

❖ 



A) 50° 

D) 75° 

Problema 


B) 60° 
E) 45° 


C) 30° 


N° 270 


En el triángulo acutángulo ABC, se cum¬ 
ple mcABC = 4x y m<BAC = 2x + 38°. 
Si x toma su mayor valor entero. Calcule 
m<BCA 


A) 22° 

D) 18° 

Problema 


B) 15° 
E) 16° 


C) 10° 


N° 271 


En el triángulo ABC se trazan las cevianas 
interiores AM y CN secantes en R si AP=3, 
AC=12 y PC toma su mayor valor ente¬ 
ro. Calcule el menor valor entero de 
AB + BC. 


A) 14 
D) 16 

Problema 


B) 12 
E) 18 


C) 15 


N° 272 


Dado el triángulo ABC, se ubican los pun¬ 
tos P y Q en BC y ÁC respectivamente. 
Si AB = BQ y PC = QC , si los ángulos 
ABQ y PCQ son complementarios. Cal¬ 
cule m<BQP. 


A) 30° 
D) 40° 


B) 45° 
E) 50° 


Del gráfico, calcule x. 


C) 60‘ 
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Problema 


N° 273 


Problema 1 


W° 277 


bi el triángulo ABC, se trazan las cevianas 
interiores BD y BE (E en CD), tal que 

DB=DA; EB = EC y m<DBE = 20°. Cal¬ 
cule la medida de ángulo entre las 
bisectrices de los ángulos BAC y BCA. 

A) 140° B ) 150° C) 160° 

D) 120° E ) 170° 


En el gráfico m + n = 260° y a + b = 120° 
* Calcule x. 


Problema i^vT^ 

En un triángulo ABC(AB = BC), se ubica 
E y D en AB y BC respectivamente, si 



AC — CE - ED — BD . Calcule 


A) 1 

D, i 


Problema 


B) 2 


E) 


mcABC 
m<ACE' 
C)3 


* A) 105° 

•> D) 125° 

? Problema I 


B) 95° 
E) 135° 


C) 115° 


M° 278 


N° 275 


Se tiene un ángulo BAD, se ubica en la 
región interior el punto C, si 

m<BAD = 80°; m< ADC - 60°; BC = CD 
y AD=AB+CD. Calcule m<BCD . 

A) 100° B) 110° C) 120° 

D) 140° E) 130° 


I Se tiene el triángulo ABC en el cual se 
• traza la bisectriz interior BJ en cuya pro- 
. longación se ubica E, en la región exte- 
■ rior relativa a BC se_ubica D, tal que 
ED corta a ÁC y BC en N e I res- 
pectivamente. 

Si: mcCBD = m<ABJ y 

m<BDJ = m<ACB 


l Calcule m<AJB + m<BID . 
$ A) 90° B) 120° 

t D ) 150 ° E) 270° 


C) 180° 


Problema 


N° 276 


Del gráfico, calcule x + y . 


Problema 


N° 279 



* Del gráfico, ^alcule la medida del ángulo 
l entre a y b . 
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A) 50° 
D) 70° 


B) 40° 
E) 60° 


C) 25° * Calcule m<ABC + m<MLN 


N° 280 


Problema_ 

En el triángulo equilátero ABC, se ubica 
P en la región exterior relativa a BC de 
modo que: 

AP=AC y m<BCP = 2(m<PBC) 
Calcule m<PBC . 

A) 5° B) 10° C) 12° 

D) 15° E) 18° 


t A) 90° 

* D) 120° 


B) 180° 
E) 135° 


C) 240° 


N° 284 


* Problema 1 

❖ Del gráfico calcule x. 


Problema I 


N° 281 


fia 







Xa 2co>\ 


En la región exterior relativa a ÁC del 
triángulo ABC, se ubica D, tal que 
AB = BD = DC y m<ABD = 2(m<ACD) . 
Calcule m<CAD 


♦ A) 15° 
t D) 32°30' 

•> Problema! 


B) 30° 

E) 37°30' 


C) 22°30' 


N° 285 


A) 20° 

D) 45° 

Problema 


B) 10° 
E) 60° 


C) 30° 


N° 282 


Del gráfico, calcule x + y 



En un triángulo ABC se cumple 
BC = AB -f k(ke R + ) y m<ABC = lll°, 
calcule el mayor valor entero del menor 
ángulo interior del triángulo. 

A) 31° B) 29° C)33° 

D) 34° E) 36° 


Problema 1 


N° 286 


Del gráfico, indique la relación correcta: 


D) 50“ 


E) 70° 


N° 283 


Problema 

Sean AM y BN cevianas interiores del * /\j 2p = 3a - 0 
triángulo ABC, tal que AB = BN y <• r , . Q 

* E) 3p = 4a - 0 



AM = MC. Si BNn AM = {L}. 


B) 2p = a + 0 
D) p = 2a - 0 
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Problema 


N° 287 


Problema 


N° 290 


Del gráfico, calcule x - y . 



D) 40° 

Problema I 


E) 50° 


En un triángulo rectángulo ABC (recto 
en B) se traza la aJUira BH y las 
b.se^rices interiores CD y AE cortan 
a BH en Q y R Si BD = a y BE = b 
. ca Jcule FQ (considere b>a) 

A) a - — 

2 

D) Vab 

Problema I 


B) b-a C) Vb2- a 2 
E) 2b-a 


N° 291 


N° 288 


Se tiene el jriángulo ABC, se ubica M y N 
en AC y BC respectivamente. La suma 
de las medidas de los ángulos exteriores 
en A y B es 220°. Si MÑ corta a la 
bisectriz exterior trazada desde C en T y 
CN = NM. Calcule m<CTN 


♦ e * Sráfico, BQ = AC , calcule x. 


A) 30° 
D) 70° 


B) 40° 
E) 80° 


N° 289 


Problema L_, 

En el gráfico, a + b = 22CF y 
calcule “x” e “y”. 


C) 50 


c + d = 140° 


* A) 30° 
i D) 36° 

* Problema I 



C) 26° 


E) 34° 


N° 292 



* Del gráfico, calcule x + y en función de 
i a. b y c. 


A) 110° y 30° 
C) 100° y 40° 
E) 90° y 50° 


B) 120° y 20° 
D) 70° y 70° 



J A) 

L C) a + b + c 
* E) a-c-b 


D) a + b - c 
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Problema 


N° 293 


A 

❖ Problema 


N° 297 


•> 



En un triángulo rectángulo ABC se traza * 
la altura BH y la ceviana interior AE se- * 
cantes en M_ Si BE = BM, ¿Qué línea t 
notable es AE para el triángulo BAC? * 

A) Mediana B) Bisectriz interior * 

C) Altura D) Simediana * 


En el triángulo ABC, se trazan las 
bisectrices interiores AN y CM, tal que: 
m<BMN = m<CMA y 
m<MNB = m<ANC 
Calcule m<ABC. 

A) 60° B) 75° C) 80° 

D) 36° E) 48° 


Problema 


N° 298 


Del gráfico, calcule x. 


A) 10° 

B) 20° 

C) 30° 

D) 15° 

E) 25° 



E) Cualquier ceviana 


* Problema 


N° 299 


Problema 


N° 295 


Del gráfico, calcule x. 


A) 120° 

B) 150° 

C) 130° 

D) 105° 

E) 135° 



Problema 

En el triángulo ABC se cumple 
m<ABC = 115° y m<ACB = 45° . Se ubi¬ 
ca P en AC y Q en BC tal que: 

m<PBC = 65° y m<QPC=35° 
Calcule m<AQP . 


A) 15° B) 20° C) 25° 

D) 35° E) 30° 


En el triángulo ABCfAB — BC), se trazan 
las cevianas interiores ÁD y BE , las cua¬ 
les se cortan en F. Si m<ABF = 20° y 
BF = BD . Calcule m<DAC . 

A) 5 o B) 10° C) 20° 

D) 30° E) 40° 


Problema 


N° 300 


En el gráfico, el perímetro de la región 
sombreada es 20cm si: 

AC = BD = AD = EC = EB 
Calcule el mayor valor entero de AC. 

A) 3cm 

B) 4cm 

C) 5cm 

D) 6cm 

E) 7cm 
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ACERCA DEL PERÍMETRO 




Cuando la región plana y cerrada es poligonal 

ÍX lmetr ° 65 13 SUma dG las 'ongitudesVl 


Perim.^- a+b+c+d+¿ 

otros triángulos 

colineales unidas meKe líneas'^Tcua™^ f ° rmada al unir ,res I*""'. 

nados. ^ ,as cua,es s °'° se intersecan en los punto'. .. 

Asi tenemos: 



OTRA PRUEBA DEL TEOREMA 1 

Se puede partir asi: 
Sea el vector “a”: a 


N 



Triángulo 

mixtilíneo 





El vector a girado: 0 


En esta posición el ángulo 

a girado 180°. 
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Dado el triángulo ABC, asociemos el vector 


Ll, asi: 






Aquí el vector ha girado 

a + p + e 


rODOS DE DEMOSTRACIÓN 


laformaH T 7 7 u T ‘ C ° m ° la Va,¡dez de una im P>^ncia de 

c jTTdeí : 1 r ? $ 61 C ° njUnt0 de hÍpOÍeSÍS ^ T es la conclusión a la 

verdad no 7"' Esta ,‘™P icancia «tá regida por el principio filosófico “de la 

del mét d S69Ulr 9 falsedad ”- Este Principio constituye la fundamentación 

del método de demostración denominado “directo”. ° n 

S /¡ a ^.° ra “™«f ram0S dos teoremas para los cuales la tesis de uno de ellos es la 
hipótesis del otro y viceversa; se les llama a ellos TEOREMAS RECÍPROCOS La 
certeza de un teorema no implica la certeza de su recíproco. REC,PR ° C ° S La 

Dos teoremas se llaman contrarios cuando la hipótesis y la tesis del uno son las 

h¡PÓteSÍS * ,a ** del Ea certeza de un teorema 5 

« ~ “ srssssKS: “ d * u -° de * s - ei 

Es muy frecuente en matemáticas demostrar un teorema probando su 

STZT mé '° d0 “ € dem “' ,ae¡Ón ” " ama Por «duc 

M étodo de inducci ó n matemática 

7n7° m '7 , inducción a todo razonamiento que comprende el paso de proposl 
c.ones particulares a generales con la particularidad de que la vdidez de las ulli 
mas se deduce de la validez de las primeras. 




























. geomfthia 


lil principio de inducción 


enteros positivos S (ScN) tai que 

a) El número 1 pertenece a S(le S) 

b) meS=>m + leS 

entonces S coincide con todo el conjunto de los 


i matemáticas establece que para un subconjun.o ,1* 


I 


A la hipótesis me S, se le 

DESIGUALDADES ENTRE MEDIAS 

Si 0<a <b, entonces: 


enteros positivos, es decir: "S> 


conoce con el nombtre de hipótesis inductiva. 


¡ a ' ¿ + b 


a + b 

la igual es válida si sólo a = b 


, U 2 


<b 


Generalizando para el conjunto {a, ,a 2 ,...,a n } de nú 


números positivos se veníii v 


I(a¡) 




Donde: 


I 

1=1l a: 


La media armónica: H =_-_E!_ 

a i a 2 a n 

- La media geométrica: G = a 2 a 3 ...a ' 

- La media aritmética: M = a L +a 2 +--- + a n 

n 

- La media cuadrática: R = ./ —' + a 2 + •■ + af 


Así como el método de inducción, los 
utilizados en geometría. 


teoremas sobre desigualdades también . 
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Son preguntas para demostrar 




























































?eéu. Puig Adati (1961) Curso de Geometría Métrica. Séptima edición 
Nuevas gráficas S.A- Madrid 


Rey Paita* 9. (1931) 

Elementos de Geometría- Colección Elemental 
Intuitiva-Madrid. 

{fagle* 9.W- Geíawiui 
1.9 (1976) 

Inducción en la Geometría. Editorial MIR- Moscú 

ídimm Bttuia (1967) 

Geometría Curso Superior- 14va Edición 

íayea £ía* (2000) 

La matemática de la enseñanza media- volumen 2 
Instituto de Matemática y Ciencias Afines IMCA - 
Perú 


K¿du&a Ko^uk^í (1961) Geometric Inequalities- Ramdom House The L.W. 



Singer Company- Moscú 

9um E&ubwi RcmIíl 
(1990) 

Elementos de Geometría-Universidad de 
Antioquía - Dpto de Matemáticas. 

Erica Pavía Sándie} 
Wújurf Ualdivma 

Análisis de algunos dobleces de origami mediante 
cabri geometre - Universidad Pedagógica Nacional 
- Bogotá. 

C£PR£-UK9 

Recopilación de seminarios, prácticas calificadas y 
exámenes parciales. 


Material Bibliográfico de diferentes Instituciones 
Preuniversitarias. 



















































íditm¿ac\^ 

CPZCAN^ 

Aportando ea la Difusión de la Ciencia y la Cultura 

Esta obra se terminó de imprimir en los 
talleres gráficos de Editorial Cuzcano 


QSH33EZS9 

Av. Alfonso Ugarte N°1310 OF. 212 - Breña 
8 423-8154 












MAS RESUELT 
E ÁLGEBRA 












